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摘  要

对加载到塑性阶段的矩形截面柱,本文研究了几何缺陷对屈曲的影响# 在分析中考虑了弹性

卸载的影响# 求出了荷载、缺陷大小及分叉模态幅值之间的精确渐近关系式# 结果表明在塑性阶

段最大承载力对小缺陷非常敏感,但当缺陷大小达到某一值后,可能不存在最大载荷# 

  关键词  塑性屈面  缺陷敏感性  渐近展开

k 11 引   言

在塑性阶段,由于会出现弹性卸载现象, 结构的缺陷敏感性问题变得极其复杂# Hutchin-

son ( 1973, 1974)
[ 1, 2]
首先从理论上研究了塑性阶段的缺陷敏感性问题# 他用 Koiter理论分析

了弹性卸载出现前结构的特性,并求出了卸载开始时的载荷和位移# Needleman 和 Tverg aard

( 1982) [ 4]忽略弹性卸载的影响,把弹塑性材料作为亚弹性材料来分析缺陷敏感问题# 事实上

弹性卸载是不可忽略的# 例如,从Hutchinson( 1974) [ 2]和本文作者( 1995) [ 3]的分析可知, 卸载

对后分叉的影响是如此之大以至对称结构后分叉展开式的开始几项完全没有反映出几何非线

性来# 苏旭明和卢文达( 1991) [ 5]也研究了塑性阶段的缺陷敏感性问题# 在他们的分析中人

为地引入了近似,导出了前后不一致的方程# 

本文将从理论上严格地分析受压简支矩形截面柱在塑性阶段的缺陷敏感性问题# 在分析

中考虑了弹性卸载的影响,求出了载荷的渐近展开式# 在对卸载出现后柱特性的分析中所用

的方法和本文作者( 1995)
[ 3]
在对完善柱后分叉分析中所用的方法是相同的# 由于作者已讨

论过受压矩形截面柱的后分叉问题,故文中不加证明地直接利用了后分叉分析的一些结果# 

k 21 问题的描述

要分析的矩形载面柱如图1所示# 截面的宽为 2c,高为 2b, c< b ,柱长为 L # 取一随体坐
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标系, 变形前这一坐标系为直角坐标系, 原点在柱的形心# 柱两端简支,受到轴向压力 p 的作

用# 缺陷指的是几何缺陷, 可以把这种缺陷看成为无载荷作用时,柱在 z 方向的初始位移,用

�Ng 表示, 其中 g 是 x 的函数,表示缺陷的形状, �N表示缺陷的大小# 用 u 和 w 分别表示由载

荷引起的 x 和 z 方向的位移# 从初始有缺陷状态开始, 由载荷引起的变形可用下面的拉格朗

日应变来度量# 

图 1  受压简支矩

形截面柱

    E= uc- zwd +
1
2

( wc) 2
+ �Ngcwc (211)

其中( )c表示相对于 x 的导数# 柱两端简支, 且规定下端的纵向位移为零,

则边界条件可写成

  w (- L / 2) = w ( L / 2) = 0,  u(- L / 2) = 0 (212)

对处在塑性状态的材料, 应力率和应变率之间的关系为

    ÛR = E t ÛE  (当 ÛE< 0) (213)

    ÛR = EÛE   (当 ÛE< 0) (214)

其中,点表示对时间参数求导, R是应力, E t 是切线模量, E 是弹性模量# 

假定无缺陷直柱在压力 p 作用下发生分叉时,已完全进入塑性状态# 

对有缺陷的柱, 当 p 较小时,柱完全是弹性的, 随着 p 的增大,柱的部分材

料进入塑性状态, p 继续增大,只要�N足够小,柱可全面进入塑性状态,当 p

增大到某一值 p̂ 时,柱表面上的一条线开始出现弹性卸载, 然后弹性卸载区扩大# 最后 p 达

到最大值,柱失去稳定# 在以后的分析中,总是假定�N足够小以保证上述过程的出现# 

k 31 缺陷对弹性卸载出现前柱特性的影响

发生弹性卸载前, 可把柱的变形看成为非线性弹性变形, 因此可用 Koiter的弹性后屈曲

理论来分析缺陷对柱特性和的影响# Hutchinson( 1973, 1974)已作出了这种分析# 载荷和位

移可展开成如下形式

    K= p / p c = 1 - Q�N/ N+ , (311)

    u = u 0( K) + , (312)

    w = Nccos( Px / L ) + , (313)

    Q=
- 2

LL (1+ k )Q
L / 2

- L / 2
g

csin Px
L

dx , L =
Pc
L

, Pc =
4bcL2Ec

t

3
, k =

L
2
q

3
(314)

其中, p c 是最小分叉荷载, u 0是基本解, 指标 c 表示分叉时取的值, q= ( dE t / dR) c# 

把式(312)和(313)代入式(211) ,取时间参数为 N,求应变率得

    ÛE= E
'
0( dK/ dN) + L2( z / c) cos( Px / L ) + O( K- 1,�N, N) (315)

其中, E
'
= - L2/ 3# 

上面所列出的结果适用于弹性卸载出现前且 N和 K- 1都很小的情况# 在弹性卸载开始

的时刻,应变率的最大值为零# 从式( 315)可知,在卸载开始的时刻有

    dK/ dN= 3 + O( K- 1, N, �N) (316)

且在式( 315)的精度内,卸载是从 z = c, x = 0这一条线上开始的# 从式( 316)、( 311)和
( 313)可求得卸载开始的载荷和位移 w 如下

    N̂= Q̂N/ 3 + ,,   ŵ = N̂ccos( Px / L ) + ,,   K̂= 1 - 3N̂+ , (317)
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从上面的表达式可以看出, 缺陷的存在使卸载出现时的载荷变小,减小量和 �N的平方根

成比例# 下面将以上述结果为基础来分析柱在卸载出现后的特性# 

k 41 缺陷对柱在弹性卸载发生后特性的影响

把弹性卸载出现后的载荷、位移表示成下面的形式

    K= K̂+ �K( t ) (411)

    u = u 0( K) + �u ( t ) (412)

    w = ŵ + �w ( t) (413)

其中, t 是一个选定的大于等于零的时间参数 # 当 t 为零时,柱处于弹性卸载刚发生的时刻,

即

    �K(0) = 0, �u (0) = 0, �w (0) = 0 (414)

利用式( 311)可把应变及其变分的率表示成
    ÛE= ÛE0 + u

H
- zw

Hd
+ ( ŵ

c
+ �w

c
) w

H
+ �Ng

c
w
Hc

(415)

      DÛE= w
HcDwc

(416)

其中, E0 = u
c
0

采用 Budiansky ( 1974) [ 6]的技巧, 令�N= At 10 # 假定有如下展开式

      �K= �K5 t
5
+ �K6 t

6
+ , (417)

    �u = �u 5 t
5
+ �u 6 t

6
+ , (418)

    �w = �w 5 t
5
+ �w 6 t

6
+ , (419)

在上面的展开式中, 和后分叉分析时相同直接假定了不为零的首项是 t 的五次方项,这一点是

容易证明的# 

位移和荷载的完全展开式可以写成

    K= 1 - 3Bt
5
+ �K5 t

5
+ �K6 t

6
+ , ( 4110)

    u = u 0( K) + �u5 t
5
+ �u6 t

6
+ , ( 4111)

    w = Bccos( Px / L ) t
5
+ �w 5 t

5
+ �w 6 t

6
+ , ( 4112)

    B= ( AQ/ 3) 1/ 2
( 4113)

对塑性加载的情况, 利用式( 213)、( 211)、( 4111)和( 4112)可以证明
    R = Rc + E

c
t ( E- Ec ) + O ( t

10
) ,  E t = E

c
t + qE

c
t ( E- Ec) + O( t

10
) ( 4114)

利用展开式( 4111)、( 4112)和( 4114)及文[ 3]的结果可以证明, 率形式的虚功方程可表示

成下面的形式

    Q8
u

( E - E t )ÛEDEd 8 + Q8
( E tÛEDE+ Rw

Hc
Dw

c
) d 8 + O ( t

12
) = - ÛpDu | x = L / 2

( 4115)

其中, 8 是柱所占的空间区域, 8u 是弹性卸载区# 由于卸载区是从一条线上开始扩展出来

的,所以上式中左边第一项的阶比第二项的阶高# 把有关展开式代入(4115) , 保到 t
4 的项,利

用后分叉分析的结果 E
c
t Ec0 = Rc = - p c/ 4bc 得

    Q8
[ E

c
t ( �u 5- z �w

d
5) ( Du

c
- zDw

d
) + Rc �w

c
5Dw

c
] d 8 = 0 ( 4116)
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在式( 212)的边界条件下,从上式可求得

    �u 5 = 0, �w 5 = ccos( Px / L ) ( 4117)

t为零时,卸载从一条线上开始,其它地方仍为塑性加载,此时由于一到四阶应变率都为

零,故五阶应变率的最大值应为零
[ 7]

, 即

    max( d
5E/ dt

5
) / 5! = max [- L2�K5/ 3 + L2( z / c) cos( Px / L ) ] = 0 ( 4118)

从上式可求出 �K5= 3# 

类似于后分叉分析, 可以证明

    �u i = �w i = 0   ( i = 6, 7, 8, 9) ( 4119)

    �K6 = �K8 = 0 ( 4120)

弹性卸载区和塑性加载区的交界面方程为

    5{- 1 + ( z / c) cos( Px / L ) } - 7�K7 t
2
/ 3 - 3�K9 t

4
+ O( t

5
) = 0 ( 4121)

弹性卸载区是由弹塑性交界面和柱表面围成的区域# 引入一个函数 �f 如下

    �f = - Q8
u

( E - E
c
t ) ÛEL2( z / c) cos( Px / L ) d 8 = �f 9 t

9
+ �f 11 t

10
+ O ( t

10
) ( 4122)

其中

    �f 9 = -
16
27

2
3

- 7�K7
5

5/ 2 bcL L4( E - E
c
t )

P ( 4123)

    �f 11 =
4 2
3

bcLL4( E - E
c
t )

P 6 -
7�K7
15

3/ 2

K9+ -
7�K7
15

+� � (
7/ 2

( 4124)

在方程( 4115)中,令 Du= 0, Dw = �w 5, 把有关展开式代入, 利用已有的结果可导出如下方

程

    Q8
( E

c
tZ

2
w
Hd

w
d
5+ Rcw

Hc
w

c
5) d 8 + (30B - �f 9) t

9

+ [ (12 + 7B)�K7B - �f 11] t
d
+ o( t

11
) = 0 ( 4125)

其中

    B = - 2L4 bcL (1+ k ) E
c
t / 3 ( 4126)

在式( 4116)中, 取 Du = 0, Dw = w
H
, 得

    Q8
{ E

c
t z

2
w
Hd

w
d
5 + Rcw

Hc
w

c
5} d 8 = 0 ( 4127)

利用式( 4127) , 从式( 4125)可得
    30B = �f 9,   (12+ 7B)�K7B = �f 11 ( 4128)

从上面两个方程可解出 �K7�K9

    
�K7 = -

15
7
( 2/ 5,   �K9 =

1
42

( 17 + 14B) ( 4/ 5

( = 15PEc
t (1 + k ) / 4 2( E - E

c
t+ 1 )

( 4129)

把上面求出的 �Ki和 �w i代入展开式( 4110)和( 4111)利用�N= At 10消去 A,并记 N= N̂+ t
5 ,

则可得 K和w 的展开式如下

    K= K̂+ 3( N- N̂) + K7( N- N̂) 7/ 5
+ K9( N- N̂) 9/ 5

+
1
3
N̂(

4
5 ( N- N̂)

4
5 + , ( 4130)

    w = Nccos(
Px
L

) + , ( 4131)
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其中

    K7 = -
15
7
( 2/ 5,   K9 =

17
42
( 4/ 5 ( 4132)

图 2 缺陷敏感性( Ec
t / E = 0. 6, k = 1 )

k 51 数值算例和结论

虽然式( 4130)给出了缺陷大小、屈曲模态大小和载荷之间的渐近关系,为了从图形上直接

看出缺陷对载荷的影响,在此给出一些数值算例# 取材料参数为 E
c
t / E = 0. 6, k = 1# 假定缺

陷形状和分叉模态相同, 即 g = ccos( Px / L ) ,则 Q= 0. 5.在图 2中对�N= 0, �N= 0. 001和�N= 0.

01的情况画出了 K_N- N̂关系曲线# 虽然卸载出现时的载荷减小量和 �N的平方根成比例,但

最大承载力的减小量并不和�N的平方根成比例# 当 �N达到一定大小后,在 N较小的范围内,

不存在最大载荷# 尽管如此, 载荷对小缺陷还是很敏感的# 

本文的分析比较简单,唯一比较烦的是计算 �f 比较冗长# 不管有无缺陷存在, �f 的表达式

是相同的# 因此只要对无缺陷柱作出了后分叉分析,就可很容易得到缺陷敏感性分析# 
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Imperfection Sensitivity Analysis of a Rectangular

Column Compressed into the Plastic Range

Cheng Yaoshun   Fang Hong

( College of St r uctu r a l En gin eer in g , Tongji Un iver sit y , S han gha i 200092, P . R . Chin a )

Lu Wenda

( Depar tm en t of Mechan ical Engin eer ing , East Chin a Univ er sity of Techan ology ,

Shan ghai 200093, P . R . China )

Abstract

The effect of small geometrical imperfections on the buckling of a rectangular column compressed into

the plastic range is studied. In the analysis, the effect of ealstic unloading is taken into account. An asymp-

totically exact relation is abtained among the load, the amplitude of imperfections and the amplitude of b-i

furcation mode. The results show that the maximum supported load is very sensitive to small imperfec-

tions, and that, however, there may not be maximum load if the imperfection amplitude is greater than

some magnitude.

Key words plastic buckling, imperfection sensitivity, asymptotic expansion
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