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摘   要

  解非线性方程组的一般方法是将其线性化,形成各种形式的迭代程序进行数值近似计算# 对

于复杂强非线性问题,在迭代过程中往往不易收敛, 甚至数值失稳而发散# 不能满足工程要求# 

常规的牛顿法及改进的牛顿法均未彻底解决这一问题,因而使得复杂强非线性问题的数值模拟计

算受到了限制# 本文提出一种新的方法 ) ) ) 自动调节阻尼法, 是对带阻尼因子的牛顿法的进一步

改进# 引进阻尼因子向量, 在迭代过程中, 通过判断与调整, 不断地自动调节阻尼因子向量,引用

有效收敛系数与加速系数,改善对赋初值的要求 ,加速求解的迭代过程, 保证了复杂强非线性方程

求解的稳定性# 采用这一新的方法, 已成功地数值模拟了飞机中的一些复杂的传热问题, 可进一

步推广用于非线性流动、传热、结构动力响应等各种复杂强非线性的工程问题的数值模拟计算# 

  关键词  非线性方程  稳定性  牛顿法  自动调节阻尼法  阻尼因子

k 11 引   言

工程上大量问题都属于非线性问题,如具有非线性辐射 ) 对流边界的,热容量有限的传热

问题, 非线性流体力学问题,非线性结构动力响应问题等# 除了极为特殊的非线性方程组外,

直接解法几乎是不可能的,一般都是采用线性化的方法去构成各种形式的迭代程序# 然而在

迭代过程中往往会出现解的振荡,不易收敛, 甚至发散的现象# 特别是一些较复杂的问题,如

计算燃烧室火焰筒壁温, 由于筒壁很薄, 壁面上有气流对流换热和高温燃气的辐射换热, 当有

气膜冷却时,壁面上还存在热流方向相反的辐射换热和射流冷却# 这种情况下迭代过程极易

出现解的发散# 又如航空发动机的加力燃烧室筒体,飞机发动机短舱后部框架等的传热问题,

都会遇到类似的情况# 常规的迭代法如牛顿迭代法及牛顿法的几种改进方案(带松驰因子的

牛顿法和带阻尼因子的牛顿法)都因为对初始近似值的要求仍太严, 收敛速度不快而告失败# 

长期以来,由于没有找到一种妥善解决的方法以致于在如预测具有非线性辐射 ) 对流边界的

传热等这类问题上, 数值模似计算受到极大的限制# 本文提出了一种新的方法 ) ) ) 自动调节

阻尼法,可以有效地用于强非线性问题的数值计算, 处理比较复杂的问题, 对赋初值的要求可

以放宽,迭代过程收敛速度加快[ 1] [ 2] [ 3] # 

为了改善非线性问题数值计算中对赋初值的严格要求,为了防止由于受非线性参数影响

而在迭代过程中矩阵出现病态,引进阻尼因子向量, 而且在迭代过程中,阻尼因子可以不断地
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自动调整,保证计算不发散,收敛快# 故称之为自动调节阻尼法# 自动调节阻尼法采用一个判

断过程和一个调节过程, 引入有效收敛系数和加速系数的概念# 有效收敛系数和加速系数可

以根据具体问题的需要人为地确定# 调节过程根据有效收敛系数和加速系数的大小来控制收

敛速度# 

k 21 非线性方程组的一般解法

设有一非线性方程, 表达成一般形式:

    

f 1( x 1, x 2, ,, x n) = 0

f 2( x 1, x 2, ,, x n) = 0

  ,

f n ( x 1, x 2, ,, x n ) = 0

    ( i = 1, 2, ,, n) (2. 1)

或写成以下形式

    F( X ) = 0 (2. 2)

常用的迭代方法有以下几种
[ 4]
:

11 解非线性方程组的牛顿法
牛顿法的基本思想是将非线性问题逐次线性化而形成迭代程序# 对于向量值函数 F(X ) ,如

果在包含点 X k I D 的某邻域< < D 内, 向量值函数 F ( X )在某种近似意义下为线性函数

      L k( X ) = A kX + bk (213)
所替代,那么,可将线性方程组

      L k( X ) = A kX + bk = 0 (214)
近似代替非线性方程组( 211) ,而方程组(214)的解可作为( 211)的近似解# 这种化非线性问题

为线性问题的方法, 称为线性化方法,方程组(214)称为方程组( 211)的线性化方程# 则有

    F( X k) = L k( X k) = A kX k + bk (215)
    DF (X k) = DL k ( X k) = A k (216)
从中解出 DF (X k)并代入( 214)得
    L k( X ) = DF (X k ) ( X - Xk ) + F( X k) = 0 (217)

若 DF( X k)非奇异,解( 217) ,并令 X= X k+ 1,则一般地得到

    X k+ 1 = X k - [ DF( X k) ]
- 1
F ( X k)   ( k = 0, 1, 2, ,) (218)

( 218)称之为非线性性方程组( 211)的牛顿迭代公式# 

21 牛顿法的变形
( 1) 带松驰因子的牛顿程序

为了改善对初始近似的要求, 在牛顿程序中引入松驰因子 Xk ,

    X k+ 1 = X k - Xk [ DF( X k) ]
- 1
F (X k )   ( k = 0, 1, ,) (219)

( 2) 带阻尼因子的牛顿程序

为了克服矩阵 DF( X k)的奇异或病态性,可以引进阻尼因子 Lk ,使矩阵 DF (X k )成为非奇

异或病态性得到减弱# 

    Xk+ 1 = X k - [ DF( X k) + LkI ]
- 1
F( X k)   ( k = 0, 1, ,) ( 2110)

( 3) 同时带有松弛因子和阻尼因子的牛顿法
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    Xk+ 1 = X k - Xk [ DF (X k ) + LkI ]
- 1
F (X k) ( 2111)

以上方法虽然或可以改善对初始近似的要求,或可以改善矩阵 DF( X k)的奇异或病态性,

但对一个复杂的问题, 选择同一个 Xk 和 Lk ,难以同时保证各 X i ( i= 1, ,, n )点不发散、快收
敛,往往为了克服某些点的奇异性,而导致其它点的收敛速度减慢,不能适应工程计算的需 #要

k 31 自动调节阻尼法

自动调节阻尼法针对上述方法的不足,将带阻尼因子的牛顿法进一步改进为

    Xk+ 1 = X k - X[ DF( X k) + L]
- 1
F (X k)   ( k = 0, 1, ,) (311)

其中

  Xk = diag( Xk1, Xk2, ,, Xkn )

    Lk = diag( Lk1, Lk2, ,, Lkn)
    E< Xki < (2 - E) , - B< Lki < G

    B= min i { | Ki |
2
/ ( 2ReKi ) | ReKi > 0}

    G= min i { | Ki |
2
/ - (2ReKi ) | ReKi < 0}

其中如果没有 ReKi> 0或者没有 ReKi< 0的特征值,则分别取 B= + ] 或 G= + ] # 

阻尼因子 Xki , Lki对各点X i 的值是不同的, 而且在迭代过程中也是变化的# 由于系统的

节点数是相当多的, 如果没有一套有效的办法来自动地调节,是无法实现上述计算的# 

将( 311)改写为
    Xk+ 1 = X k + $X k

    $X k = Xk [ DF( X k) + Lk ]
- 1
F (X k )   ( k = 0, 1, ,) (312)

令

  <( X k) = Xk [ DF (X k) + Lk ]
- 1
F( X k)

    <( X ki ) = $X ki (313)
定义收敛率为

    Ki = <( X k , i ) / <( X k- 1, i )   ( i = 1, 2, ,, n) (314)
收敛率可能出现以下几种情况:

Ki [ - a    调整

Lk i不变,  Xki / v

Xki 不变,  Lki # v ;  若 Lk i = 0,  Lki = c

Xki / v ,  Lki # v ;  若 Lki = 0,  Lki = c

- a < Ki < 0  不调整

0 < Ki < b   调整

Lki不变,  Xki # v

Xki 不变,  Lki / v

Xki # v ,  Lk i / v

Ki \ b     不调整 ?

式中 a 为有效收敛系数, b 为加速系数, a, b , c, v 均为正实数, 其中 a [ 1, b < 1, c [ 1, v >

1# 

具体算法之一如下:

11 取定初始近似 X 0 和初始阻尼因子向量 X0, L0,开始 X0, L0 可选 X0I , L0 I# 为了调整
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Xki , Lki , 有效收敛系数 a 和加速系数 b 可根据所计算问题的特点或要求选定,例如可取 a =

0. 95, 0. 8, 0. 7; b= 0. 1, 0. 25; v 可取 2, 5或 10,甚至 100或更大# 

21 计算 F( X 0) , DF (X 0)# 解方程组 <( X 0)= X0[ DF ( X 0)+ L0]
- 1
F (X 0) ,求出 X 1;

31 计算 F( X 1) , DF (X 1)# 解方程组 <( X 1)= X0[ DF ( X 1)+ L0]
- 1
F (X 1) ,求出 X 2;

41 求 Ki# 若 Ki< - a, 或 L1i不变, 调 X1 i / v ;或 X1i不变,调 L1i# v ,若 L1i= 0, L1i= c;或

X1i / v , L1i#v , 若 L1i= 0, L1i= c;若 0< Ki< b, 或 L1i不变,调 X1i#v ;或 X1i不变,调 L1i / v ;或

X1i1 v , L1i / v ; 用新的 X1, L1 代替 X0, L0,转去作 3;

51 假定已求得第 k 次近似X k ,计算 F( X k) , DF ( X k) ,解方程组 <( Xk ) = Xk [ DF ( X k) +

Lk ]
- 1
F( X k) ,求出 X k+ 1;

61求 Ki# 若 Ki< - a 或 Lki不变,调 Xki / v ; 或 Xki不变, 调 Lki# v , 若 Lk i= 0, Lki = c; 或

Xki / v , Lki#v ,若0< Ki< b,或 Lki不变,调 Xki#v ;或 Xki不变,调 Lki / v ;或 Xki#v , Lki / v ;转去作

5;

71若 + <( Xk ) + [ E, 则 X k+ 1即可取为满足精度要求的近似解, 否则以 X k+ 1代替 X k ,

Xk+ 1, Lk+ 1代替 Xk , Lk ,转去作 5# 

重复上述步骤, 直到满足要求为止# 

k 41 算   例

用自动调节阻尼法对一飞机后机身框架的温度场进行了数值计算分析# 框架内缘处于发

动机尾喷管的高温辐射下,二次气流通过尾喷管与框架之间的通道对框架冷却,框架外缘处于

高速气流之中# 计算在飞行高度为 H = 13000m,飞行马赫数 M = 210时的框架温度场# 在

未采用自动调节阻尼法时, 迭代了 400 次, 仍未能收敛到要求的精度# 使用了自动调节阻尼

法,取有效收敛系数 a= 0. 7, 加速系数 b= 0. 1, v 取 2, 5, 10,仅迭代了 16次,便迅速收敛,达

到精度要求# 计算结果与实测数据如下:

实测值 计算值

外缘上部测点 113bC 116bC

外缘下部测点 125bC 12415bC

内缘平均温度 139bC 13615bC

k 51 结   论

对于复杂强非线性问题, 在迭代过程中往往不易收敛,甚至数值失稳而发散,不能满足工

程要求# 常规的牛顿法及改进的牛顿法均未能彻底解决这一问题, 因而使得复杂强非线性问

题的数值模拟计算受到到了限制# 本文提出的新方法 ) ) ) 自动调节阻尼法, 是对带阻尼因子

的牛顿法的进一步改进# 引进阻尼因子向量,在迭代过程中, 通过判断与调整,不断地自动调
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节阻尼因子向量,引用有效收敛系数与加速系数, 改善对赋初值的要求,加速求解的迭代过程,

保证了复杂强非线性方程求解的稳定性# 采用这一新的方法,已成功地数值模拟了飞机与发

动机中的一些复杂的传热问题,可进一步推广应用于非线性流动、传热、结构动力响应等各种

复杂强非线性的工程问题的数值模拟计算# 
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The Auto_Adjustable Damping Method for

Solving Nonlinear Equations

Chang Haiping  Huang Taiping
( Depa r tm ent of Pow er En gin eer in g , Nan jing Un iver sity of Aeronaut ics and Ast r onaut ics ,

Nan jin g 210016, P . R . Chin a )

Abstract

The general approach for solving the nonlinear equations is linearizing the equations and form-

ing various iterative procedures, then executing the numerical simulation. For the strongly nonlinear

problems, the solution obtained in the iterative process is always difficult, even divergent due to the

numerical instability. It can not fulfill the engineering requirements. Newton. s method and its var-i

ants can not settle this problem. As a result, the application of numerical simulation for the strongly

nonlinear problems is limited. An auto_adjustable damping method has been presented in this paper.

This is a further improvement of Newton. s method with damping factor. A set of vector of damping

factor is introduced. This set of vector can be adjustedcontinuously during the iterative process in ac-

cordance with the judgement and adjustment. An effective convergence coefficient and quichening co-

efficient are employed to relax the restricted requirements for the initial values and to shorten the it-

erative process. Then, the numerical stability will be ensured for the solution of complicated strongly

nonlinear equations. Using this method, some complicated strongly nonlinear heat transfer problems

in airplanes and aeroengines have been numerically simulated successfully. It can be used for the nu-

merical simulation of strongly nonlinear problems in engineering such as nonlinear hydrodynamics

and aerodynamics, heat transfer and structural dynamic response etc.

Key words  nonlinear equation, stability, Newton. s method, auto_adjustable damping method, the

vector of damping factors
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