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摘   要

本文应用 Moo re_Penrose 逆理论, 给出了一套当结构拓扑发生变化时结构静力响应的计算公

#式其特点是不需建立求解线性方程组# 
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中图分类号  V214

k 11 引   言

工程设计是一个反复的结构修改过程# 结构修改按其修改方式可分为参数修改, 形状修

改, 拓扑修改# 参数修改是指在结构拓扑一定, 构件形状一定的前提下, 对有关参数( 如横截面

积, 质量, 刚度) 进行修改
[ 1] , [ 2]

; 形状修改是指在结构拓扑一定的前提下, 对构件形状进行修

改[ 3] , [ 4] ; 拓扑修改是指对结构拓扑进行修改[ 5] # 结构修改问题之一就是如何快速计算修改后

的响应# 对于静力有限元结构来说, 结构修改就意味着反复建立, 求解线性方程组, 存在着大

量的重复计算# 本文以三角形单元构成的平面问题为背景, 利用 M oore_Penrose 逆理论, 尝试

建立一套结构拓扑变化的公式, 以它们为基础建立一套彻底摆脱方程组的分析方法# 本文的

结构拓扑变化是指由下列三种基本变化演变出来的任何种类的结构变化, 这三种基本拓扑变

化是:

Ñ1 在原结构上增加或撤消一新单元;

Ò1 改变单元的参数;

Ó1 在某节点增添或撤消 x 方向( y 方向) 上的约束( 支承)# 

本文的课题是: 当有限元结构发生上述三类基本变化时, 其静力响应如何变化, 并找出其

显式关系# 文献[ 6] 、[ 7] 、[ 8] 都曾讨论结构变化定理# 

k 21 Moore_Penrose 逆理论简介

定义  设 A I R
m @ n # 若 X I R

n @ m 满足

( 1) AXA = A       (2) XAX = X

( 3) ( AX )
T
= AX     (4) ( X A )

T
= XA

(211)
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则 X 称为A 的 Moore_Penrose 逆或简称 M_P 逆, 记作 X = A
+ # 

为方便, 列出下面引理# 

引理 1( Greville)  设 Ĥ = [ H , h] # 置 d = H h, c = H d , h, c, d 均为列向量, 则 Ĥ 的

M_P 逆为

Ĥ
+
=

B

g
T 1 引 (212)

其中

g
T
=

c
+           ( c X 0)

(1+ d
T
d)

- 1
d
T
H

+
( c = 0)改

(213)

B = H
+
- dg

T
(214)

注  c = 0 Z h I R (H ) Z rankĤ = rankH# 

引理的证明可参见文献[ 9] 或[ 10] # 

引理 2  设 H = [ Ĥ  h ] , H
+
=

B

g
T� � �, h, g 均为列向量,则

Ĥ
+
=

B + (1- g
T
h )

- 1
Bhg

T   ( h I R ( Ĥ )

B - Bgg
T
/ ( g

T
g)     ( h ² R ( Ĥ )

(215)

证明  令 d = Ĥ
+

h , c = h - Ĥ d , 则由式( 214) 知  Ĥ
+
= B + dg

T
( a1)

1
b  若 h I R ( Ĥ ) ,即 c = 0 , 则

g
T
= ( 1+ d

T
d )

- 1
d
T
H

+

因而   g
T
h = ( 1+ d

T
d )

- 1
d
T
d < 1 ( a2)

用 h 右乘式( a1) 两端, 得

d = Ĥ
+

h = Bh + dg
T
h

所以得  d = ( 1- g
T
h)

- 1
Bh ( a3)

由式( a3) 代入式( a1) , 得到

Ĥ
+
= B + ( 1- g

T
h)

- 1
Bhg

T

2b  若 h ² R ( Ĥ ) ,即 c X 0 , 则

g = c
+ T

= c/ ( c
T
c) = ( h - ĤĤ

+
h) / ( c

T
c) ( a4)

用 g 右乘式( a1) 两端, 得

Ĥ
+

g = Bg + d( g
T
g) ( a5)

而    Ĥ
+

g = ( Ĥ
+

h - Ĥ
+
ĤĤ

+
h) / ( c

T
c) = 0

故将 Ĥ
+
g= 0 代入式( a5) 得

d = - Bg/ ( g
T
g) ( a6)

所以由式( a1) , ( a6) 有

Ĥ
+
= B -

1

g
T
g
Bgg

T Q. E. D

引理 3  设 Ĥ =
H H 1

0 H 2
�� �, 其中 H 2 为非奇异方阵, 且 rank[ H , H 1] = rankH ,则 Ĥ 的

M_P 逆为
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Ĥ
+
=

H
+

- H
+
H 1H

- 1
2

0 H
- 1
2

�(216)

证明  由 rank[ H , H 1] = rankH 知存在矩阵 Y 使得

H 1 = H Y

于是     HH
+
H 1 = HH

+
H Y = H Y = H 1

利用此式, 可以验证 Ĥ
+
, Ĥ 满足式( 211) # Q. E. D# 

k 31 刚度矩阵的分解

设有限元体系( 以三角形单元为例) 有 m 个单元n 个节点# 以 i , j , k 表单元顶点,以 A, B

等表单元编号# 有关公式如下( 可参见文[ 11] )

图  1

E= [ Ex , Ey , Exy ] = BQ (311)

R = [ Rx , Ry , Rxy ] = DE (312)

K
A
= A tB

T
DB (313)

K = E
m

A= 1
K
A

(314)

K Q = P (315)

D =

1 M 0

M 1 0

0 0
1- M

2

^ E
1 - M2 (316)

B =

bi 0 bj 0 bk 0

0 ci 0 cj 0 ck

ci bi cj bj ck bk
+� � �

1
2A

(317)

bi = yj - yk ,  ci = - x j + x k   ( i , j , k 轮换) (318)

其中, E, R为单元应变矢和应力矢; D 为弹性矩阵, K
A为单元刚度阵, E 为杨氏模量, M为泊松

比, t 为单元厚度, A 为单元面积, x i , y i 为节点坐标# K , Q , P 为总刚度阵,结点总位移矢及

外载荷矢# 

令

S =
1
2

0 1 1

0 - 1 1

2 0 0

(,  S
- 1

=

0 0 1

1 - 1 0

1 1 0

端, (319)

则

t
A
S
T
DS =

Et
2A (1 + M)

 Et
2A (1 + M)

  Et
2A (1- M)

^

令

W
A
= diag( W

A
1, W

A
2, W

A
3) ( 3110)
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其中

W
A
1= W

A
2=

Et
2A (1 + M)

,  W
A
3=

Et
2 A (1 - M)

( 3111)

于是

t
A
S
T
DS = ( W

A
)

2
( 3112)

现在将 K
A
改写成

K
A
= AB

T
S
- T

S
T
DS

t
A

刚 度A S
- 1

B = H
A
(H

A
)
T

( 3113)

其中

H
A
= A B

T
S
- T

W
A
=

1
2

ciw
A
1 biw

A
1 cjw

A
1 bjw

A
1 ckw

A
1 bkw

A
1

biw
A
2 - c iw

A
2 bjw

A
2 - cjw

A
c bkw

A
2 - ckw

A
2

biw
A
3 ciw

A
3 bjw

A
3 cjw

A
3 bkw

A
3 ckw

A
3

" " !

( 3114)

记H
A的第一,二,三列为 h

A
1, h

A
2, h

A
2,即H

A
= [ h

A
1 h

A
2 h

A
3] # 本文如下约定:不同阶数矩阵运算时

应将它们的阶数适当扩充 # 

记 H = [ H
1  H

2  ,  H
m
]

则 K = E
m

A= 1

K
A
= E

m

A= 1

( H
A
) (H

A
)
T
= HH

T
( 3115)

为方便, 引入下面概念

H 称为因子矩阵, H
A
称为单元因子, h

A
s ( s = 1, 2, 3) 称为子元因子; G = H

+
称为逆因子矩

阵,其行向量( g
A
s )

T
( 位置与( h

A
s )

T 在H
T 中相同) 称为子元逆因子, G

A
= [ g

A
1  g

A
2  g

A
3]

T 称单

元逆因子 # 
由 M_P 性质易见

K
- 1

= G
T
G = E

m

A= 1
E
m

s= 1
( g

A
s ) ( g

A
s )

T
( 3116)

由式( 315) 及( 3116) 得

Q = G
T
GP ( 3117)

由式( 311) , ( 3114) 及( 3116) 得

E= BQ =
1
A
S ( W

A
)
- 1

(H
A
)
T
G

T
GP

而由  H
T
G

T
G = G ,知

( H
A
)
T
G

T
G = G

A

所以 E=
1
A
S ( W

A
)
- 1

G
A
P ( 3118)

由式( 312) , ( 3112) 及( 3118) 得

R=
A
t
S
- T

( W
A
)

2
S
- 1 1

A
S ( W

A
)
- 1

G
A
P

=
1
t
S
- T

W
A
G

A
P ( 3119)

k 41 有限元结构拓扑变化

本节主要讨论的问题是: 当有限元结构拓扑发生三种基本变化后, 其逆因子矩阵 G ( 子元
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逆因子) 如何变化# 

11 第一类拓扑变化 ) ) ) 增添或撤消一个单元
增加单元 A时,变化后结构的因子矩阵 Ĥ 为原结构因子矩阵H 添加H

A
( 不妨设添在 H

的后部)而成,即 Ĥ = [ H  H
A
] # 

欲增单元 A有两种情形:一是增加单元不增加节点,如图 2( a) , 称为系元; 二是增加单元

时同时增加一新节点 k, 如图 2( b) , 称为肢元# 

( a) 系元                  ( b) 肢元

图  2

(A)  增加或撤消系元

增加系元 A, 可将 H
A
的三列依次添加H 中,由引理 1,可得, 添加一列 h

A
s 后,子元逆因子

变为

�gAs = (1 + d
T
d )

- 1
G

T
d

ĝ
B
r = g

B
r - ( ( h

A
s )

T
g
B
r )1ĝAs , ( B X A或 r X s )

(411)

其中

d = Gh
A
s (412)

利用式( 411) 、( 412) 三次, 即可得到增加系元后结构逆因子矩阵 Ĝ# 

撤消系元是增加系元的逆过程# 可依次从原结构因子矩阵 H 中划去列h
A
s ( s= 1, 2, 3)# 

由引理 2 可得, H 划掉一列 h
A
s 后,子元逆因子变为

�gBr = g
B
r +

( h
A
s )

T
g
B
r

1 - ( h
A
s )

T
g
A
s
g
A
s   ( B X A或 r X s) (413)

利用式( 413) 三次, 即可得到撤消系元后结构的逆因子矩阵 Ĝ# 

( B)  增加或撤消肢元

由于增加肢元 A时,同时增加一个节点,即增加两个自由度# 不妨设

Ĥ =
H H

A
1

0 H
A
2

� � 1

其中

H
A
1 =

1
2

ciw
A
1 biw

A
1 cjw

A
1 bjw

A
1

biw
A
2 - ciw

A
2 bjw

A
2 - cjw

A
2

biw
A
3 ciw

A
3 bjw

A
3 cjw

A
3

(

H
A
2 =

1
2

ckw
A
1 bkw

A
1

bkw
A
2 - ckw

A
2

bkw
A
3 ckw

A
3

=� � �

可用两种方法计算 Ĝ= Ĥ
+
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方法 1  第一步: 计算 Ĥ 0 = [ H  h
A
1  h

A
2] 的 M_P 逆, Ĥ 0 可写成

Ĥ 0 =
H H 1

0 H 2
是增

其中     H 1 =
1
2

c iw
A
1 biw

A
1 cjw

A
1 bjw

A
1

biw
A
2 - ciw

A
2 bjw

A
2 - cjw

A
2

r� � =�

T

H 2 =
1
2

c kw
A
1 bkw

A
1

bkw
A
2 - ckw

A
2

� � 4 1

利用引理 3

Ĥ
+
0 =

G - GR

0 H
- 1
2

阵� � 中 划去 (414)

其中( 注意 w
A
1 = w

A
2)

H
- 1
2 =

ck bk

bk - ck
� � "

2
w
A
1( c

2
k + b

2
k)

(415)

R =
1

c
2
k + b

2
k

cick + bibk bic k - bkci cjck + bj bk bjc k - bkcj

bkci - bic k cick + bibk bkcj - bjc k cj ck + bjbkw  �A

T

(416)

第二步: 计算 Ĥ
+
= [ Ĥ 0  h

A
3]

+ , 可利用式( 411) 、( 412) # 

方法 2  第一步: 计算 Ĥ 0 =
H H

A
1

0 H 3
= 的 M_P 逆 # 

其中

H 3 =
1
2

cjw
A
1 bjw

A
2 bjw

A
3

ckw
A
1 bkw

A
2 bkw

A
3

bkw
A
1 - ckw

A
2 c kw

A
3

� � (P

利用引理 3, 可得

Ĥ
+
0 =

G GRc

0 H
- 1
3 -

(417)

其中

H
- 1
3 =

- 2bkck / w
A
1 2bj ck / w

A
1 0

( c
2
k - b

2
k) / w

A
2 ( bj bk - cj ck) / w

A
2 - 2A / w

A
2

( c
2
k + b

2
k) / w

A
3 - ( bj bk + cjck ) / w

A
3 2A / w

A
3

31
1

2ckA
(418)

Rc =

c k ck 0

- bk bj - ci

- ck 0 0

bk - bj - cj

s

� �om c

1
ck

(419)

第二步: Ĥ 0 去掉 1
2
(0, 0, ,, 0, cjw

A
1, bjw

A
2, bjw

A
3) 后变为 Ĥ , rankĤ = rankĤ 0- 1,可用引

理 2 或后面的式(4112) 而求得 # 

撤消肢元 A相应也有两种方法# 

方法 1  第一步, 设 H 去掉h
A
3 后而得 Ĥ 0# 计算 Ĥ

+
0 ,这可以利用式(413)求得# 
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第二步: 在 Ĥ
+
0 中去掉对应将消失的节点自由度的列及对应单元的行即得 Ĝ# 

方法 2  第一步: 计算 Ĥ
+
0 =

H

h
T=

� � H

+

其中     H =
Ĥ H

A
1

0 H
A
2

� � � ,  h
T
= (0, ,, 0, cjw

A
1, bjw

A
2, bjw

A
3)

计算 Ĥ
+
0 可利用后面的式( 4113) ~ (4115) 求得(因为 rankH = rankĤ 0- 1) # 

第二步: 去掉最后三列及最后三行即得撤消肢元后结构逆因子矩阵# 

21 第二类拓扑变化 ) ) ) 改变单元参数
由式( 3111) 知, 参数 E , t , M的变化均可归结为w

A
s 的变化# 下面就考虑当 w

A
s 改变列 ŵ

A
s

= w
A
s + $w

A
s = (1+ m

A
s ) w

A
s 其中 m

A
s =

vw
A
s

w
A
s

� � � 后,结构逆因子矩阵( 子元逆因子)如何变化# 

设 w
A
s 变为 ŵ

A
s 后,结构因子矩阵 H 变为Ĥ ,并设 H

+
= G , Ĥ

+
= Ĝ# 则H 和Ĥ 只是在第

A单元的H
A中的第 s 列不同, 一个是 h

A
s , 另一是 ĥ

A
s = (1+ m

A
s ) h

A
R# 从而, 有

ĤĤ
T
= HH

T
+ m

A
s ( m

A
s + 2) h

A
s ( h

A
s )

T
( b1)

用 Ĝ
T
右乘式( b1) 两端, 得

ĤĤ
T
Ĝ

T
= HH

T
Ĝ

T
+ m

A
s ( m

A
s + 2) h

A
s ( h

A
s )

T
Ĝ

T
( b2)

再用 G
T
G 左乘式( b2) 两端, 得

G
T
GĤĤ

T
Ĝ

T
= G

T
GHH

T
Ĝ

T
+ m

A
s ( m

A
s + 2) G

T
Gh

A
s ( h

A
s )

T
Ĝ

T ( b3)

利用式( 211) ( M_P 逆定义) , 得

G
T
GĤĤ

T
Ĝ

T
= G

T
GĤ ĜĤ = G

T
GĤ ,

G
T
GHH

T
Ĝ

T
= G

T
( H

T
G

T
) (H

T
) ( Ĝ

T
Ĥ

T
Ĝ

T
)

= G
T
H

T
( Ĥ Ĝ Ĝ

T
)

= (H GĤ ) Ĝ Ĝ
T

= Ĥ ĜĜ
T
= Ĝ

T

G
T
Gh

A
s = g

A
s

所以代入式( b3) , 得

Ĝ
T
= G

T
GĤ - m

A
s ( m

A
s + 2) gAs ( h

A
s )

T
Ĝ

T
(b4)

用( h
A
s )

T
左乘式( b4) , 可得

( h
A
s )

T
Ĝ

T
=

1

1 + m
A
s ( m

A
s + 2) ( hAs )

T
g
A
s
( g

A
s )

T
Ĥ

将其代回式( b4) 即得

Ĝ
T
= G

T
GĤ -

m
A
s ( m

A
s + 2)

1 + m
A
s ( m

A
s + 2) ( hAs )

T
g
A
s
g
A
s ( g

A
s )

T
Ĥ

将上式写成向量方程, 得

ĝ
A
s =

1+ m
A
s

1 + m
A
s ( m

A
s + 2) ( hAs )

T
g
A
s
g
A
s ( 4110)

ĝ
B
r = g

B
r -

m
A
s ( m

A
s + 2) ( g

A
s )

T
h
B
r

1 + m
A
s ( m

A
s + 2) ( hAs )

T
g
A
s
g
A
s   ( B X A或 r X s ) ( 4111)

这就第二类基本变化公式# 
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31 第三类基本变化 ) ) ) 支座(约束)的增减

( A) 设在某节点 k 的x 方向增加一支承,变化后结构因子矩阵 Ĥ 是从原结构因子矩阵H

划去 H 中对应该自由度的行而得# 不妨设该行 h
T
( l ) 为 H 中最后一行,即 H =

Ĥ

h
T
( l )

" " 1

# 

易见, rankĤ = rankH - 1,于是由引理 2( 设 ĝ ( r ) , g ( r )分别为 Ĝ , G 的第 r 列, g ( l ) 为 Ĝ 最

后一列)# 得

ĝ ( r ) = g( r ) -
g
T
( l ) g( r )

g
T
( l ) g ( l )

g ( l )   ( r X l ) ( 4112)

同样可考虑在某节点 y 方向增加支座# 在节点 k 增加固定支座,变化后因子矩阵 Ĥ 是从原

结构因子矩阵H 去掉对应 k 点的两行而得, 可利用式(4112)两次求得变化后的逆因子矩阵# 

( B) 撤消节点 k 的 x 方向已有的支座# 此时变化后结构因子矩阵 Ĥ 是由原结构因子矩

阵添加一行h
T
( l ) = ( c

1
kw

1
1, b

1
kw

1
2, b

1
kw

1
3, c

2
kw

2
1, b

2
kw

2
2, b

2
kw

2
3, ,, c

m
k w

m
1 , b

m
k w

m
2 , b

m
k w

m
3 ) 其中 b

Ak

( c
A
k) ( A= 1, ,, m )为

b
A
k( c

A
k) =

0     (节点 k 不在单元A上)

bk( ck )   (节点 k 在单元A上)A

显然 rankĤ = rankH + 1,由引理 1(设 ĝ ( r ) , g ( r )分别为 Ĝ 和 G 的第 r 列, 并设 h
T
( l ) 为 Ĥ

最后一行且ĝ ( l ) 为 Ĝ 的最后一列) ,得

ĝ ( l ) = c
+
= c

T
/ cc

T
( 4113)

ĝ ( r ) = g( r ) - [ h
T
( l ) g( r ) ] ĝ( l )   ( r X l ) ( 4114)

其中     c = h
T
( l ) - h

T
( l ) GH ( 4115)

k 51 结构分析的 M_P 逆变换法

A1 利用M_P逆变换法求静力响应

( a)                   ( b)

图  3

具体方法是: 在欲分析的结构中任选一单元作为初始单元, 将它的三个自由度静定地支承

于基础上, 作为初始结构, 其逆因子矩阵为式( 418) # 然后把与它相连的各单元用式( 411) ~

( 413) 或( 415) ~ ( 419) , ( 4112) ( 4113) ( 4114) 逐个添上去, 再用式( 4112) 增添 x 方向或 y 方向

的或固定支座, 并用式(4113) (4114) (4115)撤掉多余支座# 这样就求出欲分析结构的逆因子

矩阵 G# 再用式( 3117) (3118) (3119) 求得静力响应# 
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例 1  图 3( b) 所示有限元体系# E= 110, M= 013,单元厚度[ t 1 t 2]
T = [ 110, 110] ;计算其

静力响应# 

据式( 318) , ( 3110) , ( 3111) , ( 3114) , 可得如下数据: 单元¹ : b 1 = - 1, b 2 = 1, b 3 = 0, c1

= - 1, c2 = 0, c3 = 1, A = 015;单元 º : b3 = - 1, b 2 = 0, b4 = 1, c3 = 0, c2 = - 1, c4 = 1,

A = 015; w = w
- 1

= w
2
= diag 10

13
,

10
13

,
10
7
,

10
13

,
10
13

,
10
7

# 

( a) 取单元¹ 为初始单元, 如图 3( a) # 将单元¹ 有关数据代入式( 418) 得

G
1
=

( g
1
1)

T

( g
1
2)

T

( g
1
3)

T ,� � �

=

0 2
13
10 0

13
10 0 -

13
10

7
10 0

7
10

k� � � w

2

1
) 其

3

1
c

� � (A

3

2
= 1� � ,,

其中,
2

1
k

� � (c

表示节点 2 的第一个自由度, 以后类似# 

( b) 添加单元 ¹ # 利用方法 2# 

第一步: 将单元 º 有关数据代入式( 418) , ( 419) 得

Rc =

- 1 0 0

1 1 0

- 1 0 0

�,

2

1
�r

3

1
"^

3

2
� � � �

H
- 1
3 =

- 2
13
10

0 0

0
13
10

-
13
10

7
10

7
10

7
10

�(

GRc =

2 13
10

2 13
10

0

0 0 0

- 2
7
10

0 0

� � �

则

Ĥ
+
0 =

H H
2
1

0 H
3

� � �

+

=
G GR

c

0 H
- 1
3

的 支座

第二步: 去掉 Ĥ 0 和第四行 h
T
(4) 就得 Ĥ # 

h
T
(4) =

1
2 0, 0, 0,

10
13, 0, 0

� � G
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经过计算:

g
T
(4) g( 1) = - 114,  g

T
( 4) g(2) = 512,

g
T
(4) g( 3) = - 114,  g

T
( 4) g(4) = 010625,

g
T
(4) g( 5) = 616,  g

T
( 4) g(6) = 116,

由式( 4112) ,  ĝ( r ) = g( r ) -
g
T
( 4) g( r )

g
T
(4) g (4)

g( 4) , 得

G = [ ĝ (1)  ĝ (2)  ĝ( 3)  ĝ (4)  ĝ (5)  ĝ (6) ]

=

01175
13
10

1135
13
10

01175
13
10

11175
13
10

- 01175
13
10

13
10

0 -
13
10

0 0

01825
7
10

0165
7
10

01825
7
10

01825
7
10

01175
7

10

- 01175
13
10

0165
13
10

- 01175
13
10

01825
13
10

01175
13
10

0 0 0
13
10

-
13
10

01175
7
10

- 0165
7
10

01175
7
10

01175
7
10

01825
7

10

# #

2

1

) 3

1

� �1

3

2
- 1

4

1

� �0

4

2

" " 0

( c) 计算静力响应# 对于给定的载荷 P= [ 015, 015] T 由式(3117) , ( 3119)得

Q = (- 013, 010, 110, - 013, 110) T

2

1
0 � �
3

1
0 � �

3

2
� � �

4

1
� � '

4

2

� �则

R
1
= ( 010, 110, 010)

T
, A

2
= (010, 110, 010)

T

B1 此法还可用于局部修改
具体方法是: 取欲修改的结构为初始结构, 其逆因子矩阵 G 可用其他方法求得, ( G =

G
T
GH = K

- 1
H ) ,于是可用变化法即式(411)~ (4115) 进行局部修改# 

例 2  计算图 3( a) 所示结构在节点 3 的 y 方向作用一力P= 015 下的位移# 

( a) 以图 3( b) 所示结构为初始结构, 撤消肢元º 即为欲分析的结构# 本例的初始结构的

逆因子矩阵可用其他法求得( 其值见例 1) # 

( b) 利用撤消肢元的方法 1 计算# 

第一步: 将初始结构的因子矩阵 H 去掉 h
2
3 而得 Ĥ 0,

h
2
3 =

1
2 0, -

10
7
, 0 ,

10
7
,

10
7

s

� �以代 所

T

2

1
� � #3

1
�

3

2
(

4

1

4

2

利用式( 413) , 即 g
B
1 = g

B
r +

( h
2
3)

T
g
B
r

1 - ( h
2
3)

T
g

2
3
g

2
3 可得
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Ĥ
+
0 =

0 2
13
10

0
13
10

-
13
10

13
10

0 -
13
10

0 0

7
10

0
7
10

0 0

0 0 0
13
10

13
10

0 0 0
13
10

-
13
10

得

� � G

第二步, 划去对应单元º 的最后两行及对应节点 4 的两列得到一个矩阵即矩阵的左上 #角

这就是图 3( a) 所示结构的逆因子矩阵# 

Gc =

0 2
13
10

0

13
10

0 -
13
10

7
10

0
7

10

5

� � 1 3

( c) 利用式( 3117) 即可求得在已知力作用下结构的位移# 

Q = (- 013, 010, 110) T

2

1
1

3

1

� � �

3

2
01

k 61 结  束  语

( 1) 本文提出了一个求解有限元体子的静力响应的新方法, 其特点是不须求解线性方程

组, 一切只需经过结构变化来实现, 称为 M_P 逆结构变化法# 

( 2) 本文所有公式都是精确的显示公式, 适于上机运算# 

( 3) 本法适于有结构变化的分析, 如结构修改, 的重分析, 尤其适用于局部分析# 
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M_P Inverse Topological Variation Method of Finite

Element Structures

Chen Suhuan   Liang Ping   Han Wanzhi
( Depa r tm ent of M echanics Jilin Univ er sit y of Technology , Changchun 130025, P . R . China )

Abstract

Using Moore_Penrose inverse theory, a set of formulations for calculating the static responses of

a changed finite element structure are given in this paper. Using these formulations in structural

analysis may eliminate the need of assembling the stiffness matrix and solving a set of simultaneous

equations.

Key words  topology modification, structural analysis, M_P inverse, finite element structures
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