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摘   要

本文给出积分变质量非线性非完整系统相对于非惯性系动力学方程的梯度法, 单分量法和场

方法# 首先, 将这类问题的动力学方程表示为正则形式和场方程形式; 然后, 分别用梯度法,单分

量法和场方法积分相应常质量完整系统相对于惯性系的动力学方程,并加上非完整约束对初始条

件的限制而得到变质量非线性非完整系统相对于非惯性系动力学方程的解# 

关键词  分析力学  非线性非完整约束  变质量  非惯性系  梯度法

中图分类号  O316, O313

k 11 引   言

随着近代科学技术的发展,对复杂系统动力学的研究越来越重要# 用分析力学的理论与

方法研究变质量力学系统的相对运动动力学,不仅可在表现形式上达到统一,而且对复杂系统

显示出优越性# �ÅÂÎ¶ �. �在 60年代初给出完整系统相对运动的动力学方程[ 1] # 近年来,

我国学者相继给出了多种形式的变质量非完整系统相对运动的动力学方程[ 2~ 4] # 但是, 这些

研究均限于方程的建立, 对方程本身的研究甚少, 对这些复杂系统动力学方程的积分问题尚未

解决# 

著名的 Hamilton_Jacobi方法是积分完整保守系统动力学方程的非常有效的工具# 然而,

这一传统方法在积分非保守系统和非完整系统的方程时, 却遇到了严重困难, 并有极苛刻的

限制[ 5, 6] # 为解决这一问题, 必须寻求新的积分手段# 1979~ 1984年间, 南斯拉夫学者 Vu-

janovic B. 相继提出了积分完整非保守力学系统的梯度法[ 7] , 单分量法[ 8]和场方法[ 9] ; 最近,

梅凤翔教授把这些方法用于积分非完整非保守系统的动力学方程[ 10~ 12] , 具有重要的理论与

实际意义# 

本文给出变质量非线性非完整系统相对运动动力学方程的积分方法# 首先, 将变质量非

线性非完整系统相对运动的动力学方程表为正则方程和场方程形式, 并作为完整系统来考

虑; 其次, 分别用梯度法, 单分量法和场方法积分相应常质量完整系统相对于惯性系的动力
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学方程; 最后, 将非完整约束对初始条件的限制加上去, 便得原来变质量非完整系统相对运

动的解# 

k 21 变质量非线性非完整系统相对运动的场方程和正则方程

研究复杂变质量系统的相对运动动力学,假定复杂系统由一个大质量刚体(载体)和 N 个

变质量质点(被载系统) 组成,设第 i个质点的质量mi , 质量微元 dmi分离或并入m i时的相对

速度 ui ,载体极点0的速度 v0以及载体的角速度 X为时间t的已知函数,不受被载系统运动的

影响# 被载系统在动坐标系中的位形由广义坐标 qs( s = 1, ,, n ) 确定,系统的运动受有g个

理想 �¶Ä±¶³型非完整约束

f B( qs, Ûqs , t ) = 0   ( B= 1, ,, g ; s = 1, ,, n) (211)

则此变质量非线性非完整系统相对于非惯性系的动力学方程可表为[ 2]

D
Dt

�T r

�Ûqs
-

�T r

�qs
= Qs -

�
�qs

( V
0
+ V

X
) + Q

ÛX
s + # s+ 7 s+ +s

7 s = E
N

i = 1
Ûm iui #

5 r i
5 qs

,  +s = E
g

B = 1
KB

5f B
5Ûqs

 ( s = 1, ,, n )法和

(212)

其中, T r 为系统相对运动的动能, KB 为待定乘子,而 Q s, V
0
, V

X
, Q

ÛX
s , # s, 7 s , +s 分别依次为

广义力、均匀力场势能、惯性离心势能、广义回旋惯性力、广义陀螺力、广义反推力和广义约束

反力,
D

D( ,)
,

�
�( ,)

分别表示把质量视作常量时的导数记号和偏导数记号# 

把 Q s分为有势和非势力两部分,即

Qs = -
�V
�qs

+ Q
c
s ,   V = V ( qk) (213)

构造变质量系统相对运动的 Lagrange函数 L r= T r- V- V
0
- V

X
,则方程( 212)可写为

D
Dt

�L r

�Ûq s
-

�L r

�qs
= Q

c
s + Q

ÛX
s+ #s + 7 s + +s  ( s = 1, ,, n) (214)

11 方程( 214)的场方程形式
方程( 214)左端为 q, Ûq , &q , t 的函数,且对 &q 是线性的;右端为 q , Ûq , t 的函数# 方程( 214)

可以写为显形式
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(215)
其中, L r= L r2+ L r1+ L r 0,而

L r 2 =
1
2 E

n

s= 1
E
n

k= 1
A skÛqsÛq k ,  L r1 = E

n

s = 1
BsÛqs
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1
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而 L r0为广义速度的零次项# 将方程( 211)对时间 t 求导数,得

    E
n

l = 1

5f C
5q l

Ûq l +
5f C
5Ûql

&ql

Ò

+
5f C
5t = 0   ( C= 1, ,, g ) (216)
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把( 215)代入( 216) , 有
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由方程( 217)解得

KB = KB( qs, Ûq s, t )   ( B= 1, ,, g) (218)

将( 218)代入方程( 215) , 便可解得广义加速度
&qs = g s( qk , Ûq k , t )   ( s, k = 1, ,, n) (219)

令

x s = qs ,  x n+ k = Ûqs   ( s , k = 1, ,, n) ( 2110)

则( 219)表为场方程的形式
Ûx k = x n+ k ,  Ûx n+ k = gk ( x s, x n+ s, t )   ( k , s = 1, ,, n) ( 2111)

而条件( 211)成为
f B( x s , x n+ s, t ) = 0   ( B= 1, ,, g; s = 1, ,, n) ( 2112)

方程( 2111)可作为某一个有条件的常质量完整系统相对于惯性系的运动问题来研究,当
运动的初始条件满足( 2112)式时, 即

f B( x s
0
, x n+ s, 0, 0) = 0   ( B= 1, ,, g; s = 1, ,, n) ( 2113)

21 方程( 214)的正则形式
对于一般的动力学系统, 总可以满足

det
�L r

�Ûq s�Ûq l
X 0

而且广义约束反力可以表为

+s = +s( qk , Ûq k , t )   ( s = 1, ,, n)

那么,方程( 214)可以写为正则形式# 引入Hamilton函数

H r( q, p , t ) = E
n

s = 1
p sÛqs - L r ( 2114)

其中

p s =
�L r

�Ûqs
( 2115)

为广义动量,由方程( 214)可以得到

Ûp s = -
�H r

�qs
+ �Qc

s + �QEs + �# s + �7 s + �+s

Ûqs =
�H r

�p s
  ( s = 1, ,, n) ( 2116)

其中( ,)为( ,)中 Ûqk 用 q , p , t 替代所得表达式# 

方程( 2116)可以作为一个有条件的常质量完整系统相对于惯性系的运动问题来研究,该
问题具有 n 个自由度,其 Hamilton函数为 H r ,而广义力为( �Qc

s+ �QÛX
s + �#s+ �7 s+ �+s)# 当运动
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的初始条件 qs
0
, p s

0
满足约束(211)时, 即

�f B( qs
0
, p s

0
, 0) = 0   ( B= 1, ,, g ; s = 1, ,, n ) ( 2117)

则方程( 2116)给出原变质量非线性非完整系统的相对运动动力学方程的解# 方程( 2111)给出
原变质量非线性非完整系统的相对运动动力学方程( 211)、( 214)的解# 

k 31 变质量非线性非完整系统相对运动的梯度法

方法一

假设广义动量 p s 可表为所有广义坐标 qk 和时间 t 的函数,即

p s = Ws( qk , t )   ( s , k = 1, ,, n) (311)

于是有

Ûp s = E
n

k= 1

5 Ws
5 qkÛqk +

5 7
5 t (312)

把( 312)代入( 2116)中第一组方程并利用第二组方程, 得到一组拟线性偏微分方程
5 Ws
5t + E

n

k= 1

5Ws
5 qk

�H r

�p k
+

�H r

�qs
- �Qc

s - �QÛX
s - �#s - �7 s - �+s = 0   ( s = 1, ,, n ) (313)

( 313)称为基本偏微分方程,利用( 311) ,方程组( 313)的完全解表为
p s = Ws( qk , t , CA )   ( s , k = 1, ,, n; A - 1, ,, 2n) (314)

考虑到初始条件

qs (0) = qs
0
,  p s(0) = p s

0
(315)

将( 315)代入( 314) , 可得 Cn+ 1, ,, C 2n用 qs
0
, p s

0
和 Cs 表示,于是

p s = Ws( qk , t , qs0, p s0, Ck)   ( s , k = 1, ,, n) (316)

这样我们可以建立如下定理

定理 1  如方程组

5 Ws
5Ck

= 0   ( s , k = 1, ,, n) (317)

对于 q 1, ,, qn 是一次代数方程组,且在 t , qs 的定义域内都有

det
52Ws

5Ck5 qls� � 0X 0   ( k , l = 1, ,, n ) (318)

成立,那么联合方程 ( 317)和 ( 316)便可确定初值问题( 217)、( 315)的解# 把约束方程限制

( 218)加到相应完整系统的解( 316)、( 317)上,就得到变质量非线性非完整系统相对运动的解# 

证明  将( 317)对时间 t 求导数,得

52 Ws
5 t5Ck

+ E
n

l= 1

52 Ws
5 ql5Ck

Ûql = 0 (319)

将基本偏微分方程( 313)对 Ck 求偏导数,得

52 Ws
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利用( 317) ,上式成为
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52 Ws
5 t5Ck

+ E
n

l= 1

52 Ws
5 ql5Ck

�H r

�p l
= 0 ( 3110)

比较( 319)、( 3110) , 得( 2116)的第二组方程, 同理,将( 316)对时间求导数并利用( 313) ,可以证
明( 2116)的第一组方程

方法二

替代( 311) ,可令广义坐标 qs 是广义动量 p k 和时间 t 的函数,即

qs = Us ( p k , t )   ( s , k = 1, ,, n) ( 3111)

则基本偏微分方程组可表为

5 Us
5 t - E

n

k= 1

5 Us
5p k

�H r

�qk
+ E

n

k = 1

5Us
5 p k

�Qc
k + �QÛX

k + �#k + �7 k + �+k� �

� � �

-
�H r

�p s
= 0 ( 3112)

设( 3112)的完全解为
qs = Us ( p k , t , CB )   ( s, k = 1, ,, n ; B = 1, ,, 2n ) ( 3113)

利用初始条件( 315) ,我们可得
qs = Us ( p k , t , q k

0
, p k

0
, Ck)   ( s , k = 1, ,, n) ( 3114)

同理我们可得到

定理 2  如方程组
5 Us
5Ck

= 0   ( s , k = 1, ,, n) ( 3115)

对于 p 1, ,, p n 是一次代数方程组, 且在 t , p s 的定义域内都有

det
52 Us

5Ck5p l

� � (W

X 0   ( k, l = 1, ,, n) ( 3116)

成立,那么联合方程( 3115)和( 3114)便可确定初值问题( 2116)、( 315)的解# 把约束方程限制
( 217)加到相应完整系统的解( 3114)、( 3115)上, 就得到变质量非线性非完整系统相对运动的
解# 

k 41 变质量非线性非完整系统相对运动的单分量法

方法一

令系统的一个广义动量, 例如 p 1作为所有广义坐标、时间和其余广义动量的函数,即

p 1 = u( qs , p a, t )  ( s = 1, ,, n; a = 2, ,, n) (411)

把( 411)对时间 t 求导数并利用(2116) ,得到基本偏微分方程
5 u
5 t +

5 u
5 q1

�H r

�p 1
+ E

n

a= 2

5 u
5 qa

�H r

�p a
+ E

n
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! ! k

+
�H r

�q1
- �Q

c
1 - �Q

ÛX
1 - �#1 - �7 1- �+1 = 0 (412)

若方程组( 412)的完全解为
p 1 = u( qs , p a, t , C1, ,, C2 n)   ( s = 1, ,, n; a = 2, ,, n) (413)

利用初始条件( 315) , 可将积分常数 C 1 用初始条件和其余积分常数 CA ( A = 2, ,, 2n )表出,

这样(413)可写为
p 1 = u( qs , p a, qs

0
, p s

0
, t , CA )   ( s = 1, ,, n; a = 2, ,, n ; A = 2, ,, 2n )

(414)
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于是我们可建立如下定理

定理 3  如方程组

5 u
5CA

= 0   ( A = 2, ,, 2 n) (415)

对于 q 1, ,, qn; p 2, ,, p n 是一次代数方程组,且在 t , qs , p a 的定义域内都有

det
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, ,,
52u

5C2n5 p n�

X 0 (416)

成立, 那么联合方程( 415)和( 416)便可确定初值问题(2116)、(315)的解, 把约束方程限制( 2117)加
到相应完整系统的解(414)和( 415)上, 就得到变质量非线性非完整系统相对运动的解# 

证明  将( 415)对时间 t 求导数,得

52u
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52u
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52u
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将基本偏微分方程( 412)对 CA 求偏导数,得
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利用( 415) ,并把( 417)减去( 418) , 得

52u
5CA5 q 1
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� �初始 用
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根据( 417) ,我们得到

Ûqs =
�H r

�p s
,  Ûp a =

�H r

�qa
+ �Q

c
a + �Q

ÛX
a + �#a + �7a + �+a

( s = 1, ,, n ; a = 2, ,, n)       ( 4110)
使用( 413) ,并考虑到( 4110) , 我们有

Ûp 1 =
5 u
5 t +

5u
5 q 1
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�p 1
+ E

n
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5 u
5 qa
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+ E

n
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5 u
5p a

-
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" " (K

( 4111)
联合( 412)和( 4111) ,可得( 217)的第一对方程

Ûp 1 = -
�H r

�q 1
+ �Qc

1 + �Q ÛX
1 + �#1 + �7 1+ �+1 ( 4112)

方法二

替代( 411) ,令系统的一个广义坐标,例如 q 1 作为所有广义动量、时间和其余广义坐标的

函数,即

q 1 = V( qa, p s, t )   ( a = 2, ,, n ; s = 1, ,, n ) ( 4113)
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将( 4113)对时间 t 求导数,并利用(2116)得基本偏微分方程
5 V
5 t + E

n

a= 2

5 V
5 qa

�H r

�qa
+

5 V
5p 1

-
�H r

�q 1
+ �Qc

1+ �Q ÛX
1 + �#1+ �7 1 + �+1� � � � �

+ E
n

a= 2

5 V
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�qa
+ �Qc

a + �Q ÛX
a+ �#a+ �7 a + �+a

� � � C

-
�H r

�q 1
= 0 ( 4114)

若方程( 4114)的完全解为
q 1 = V( qa, p s, t , C1, ,, C 2n ) ( 4115)

利用初始条件( 315) ,我们可得
q 1 = V( qa, p s, t , qs0, p s0, CB )  ( a = 2, ,, n; s = 1, ,, n; B = 2, ,, 2n )

( 4116)
同理我们得到

定理 4  如方程组

5 V
5CB

= 0   ( B = 2, ,, n) ( 4117)

对于 q 2, ,, qn, p 1, ,, p n 是一次代数方程组,且在 t , qa , p s 的定义域内都有

det

52 V
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, ,,
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;
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, ,,
52 V

5C25p n

52 V
5C 2n5 q 2

, ,,
52 V

5C 2n5 qn
;

52 V
5C2 n5 p 1

, ,,
52 V

5C2n5 p n
+

X 0 ( 4118)

成立, 那么联合方程( 4117)和( 4116)便可确定初值问题( 2116)、( 313)的解, 把约束方程限制
( 2117)加到相应完整系统的解( 4116)和( 4117) , 就得到变质量非线性非完整系统相对运动的
解# 

k 51 变质量非线性非完整系统相对运动的场方法

选一个场变量, 例如 x 1,作为依赖于时间 t 和其余场变量 x A ( A = 2, ,, 2 n)的场函数,即

x 1 = w ( t , x A )   ( A = 2, ,, 2n) (511)

将( 512)对时间 t 求导数,并利用方程( 2111)的后面(2 n- 1)个方程,得到基本偏微分方程# 

5w
5t + E

n

a= 2

5w
5x a

x n+ a + E
n

b= 1

5w
5 x n+ b

gb( t , w , x A ) - x n+ 1 = 0 (512)

设已找到方程( 512)的一个完全解
x 1 = w ( t , x A , CA)   ( A = 2, ,, 2n , A= 1, ,, 2 n) (513)

将( 513)代入( 512) , 则( 512)对所有 t , x A , CA恒满足,令相应完整系统运动的初始条件为

xA(0) = xA
0
  ( A= 1, ,, 2n) (514)

将( 514)代入( 513) , 并将一个常数,例如 C 1表为 xA
0
和 CA 的函数,于是有

x 1 = w ( t , x A , xA
0
, CA )   ( A= 1, ,, 2 n; A = 2, ,, 2 n) (515)

这样我们可建立如下定理

定理 5  如方程组

5w
5CA

= 0   ( A = 2, ,, 2 n) (516)
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对于 x 2, ,, x 2n是一次代数方程组,且在 t , x B 的定义域内都有

det
52u

5CA5 x B� � ( X 0 (517)

成立,那么联合方程( 516)和( 515)便可确定初值问题( 2111)和( 514)的解,把约束方程限制( 2113)
加在相应完整系统的解( 515)和( 516)上, 就得到变质量非线性非完整系统相对运动的解# 

证明  将( 516)对时间 t 求导数,得

52w
5CA5 t + E

n

a= 2

52w
5CA 5x a

Ûx a + E
n

b= 1

52w
5CA 5x n+ b

Ûx n+ b = 0 (518)

将基本偏微分方程( 512)对 CA 求偏导数,有

52w
5CA5 t

+ E
n

a= 2

52w
5CA 5x a

Ûx n+ a + E
n

b= 1

52w
5CA5x n+ b

gb + E
n

b= 1

5w
5 x n+ b

#
5gb

5w
5w
5CA

= 0 (519)

比较( 518)、( 519) ,并利用( 516) ,我们得到
Ûx n+ a = x n+ a,  Ûx n+ b = gb  ( a = 2, ,, n; b = 1, ,, n) ( 5110)

这即方程( 2111)的后面( 2n - 1)个方程, 将(515)对时间 t 求导, 并利用(511) , 我们可以证明
方程(2115)的第一个方程成立# 

k 61 讨论与结论

本文给出了变质量非线性非完整系统相对运动动力学方程的积分方法, 这些方法自然适

用于: 1b常质量非线性非完整系统的相对运动; 2b变质量非线性非完整系统的绝对运动; 3b变

质量完整系统的相对运动或绝对运动; 4b 常质量非线性非完整系统的绝对运动; 5b 常质量完

整系统的相对运动或绝对运动# 

本文的方法具有通用性, 没有像Homilton_Jacobi方法那样苛刻的限制条件# 本文的方法

具有灵活性,在单分量法中, 任一 p 都可取代 p 1、任一 q 都可取代 q 1;在场方法中,任一场变量

都可取代 x 1, 对某个具体问题可选取适当的变量, 以使基本偏微分方程较易求解# 本文方法

的主要困难均在于求基本偏微分方程的完全解,但是, 只要找到完全解就不用任何积分而求得

运动方程的解# 
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Integration Method for the Dynamics Equation of Relative

Motion of Variable Mass Nonlinear Nonholonomic System

Chen Xiangwei   Luo Shaokai

( Depar tm en t of Phy sics , Shan gqiu Teacher s , College , Shan gqiu , Hen an 476000, P . R . Chin a )

Abstract

In this paper, the integration methods of dynamics equations of relative motion of variable mass

nonlinear nonholonomic system, such as the gradient method, the single_component method and the

field method, are given. Firstly, the dynamics equations are written in the canonical form and the

field form. Secondly, the gradient method, the single_component method and the fieldmethod are used

to integrate the dynamics equations of the corresponding constant mass holonomic system in inertial

reference frame respectively. With the restriction of nonholonomic constraints to the initial cond-i

tions being considered, the solutions of the dynamics equations of variable mass nonlinear nonholon-

mic system in noninertial reference frame are obtained.

Key words  analytical mechanics, integration method, nonlinear nonholonomic constraint, variable

mass system, noninertial reference frame

455变质量非线性非完整系统相对运动动力学方程的积分方法


