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摘   要

本文分析两种材料角区尖端产生的裂纹现象# 设裂纹位于两种材料角区的分角线上,利用问

题的几何和材料对称性,可将原问题分解为对称和反对称两种状态# 通过特征展开法, 分别导出

两种状态下裂纹的特征方程,进而计算出不同材料比值和角区张角下的特征值序列, 其中最小正

特征值可用来反映裂纹的奇异性程度,最后推导出裂纹尖端附近位移应力表达式# 

关键词  双材料  奇异性  位移应力场

中图分类号  O346

k 11 前   言

工程实际中存在着各种形式的材料连接问题,诸如焊接压力容器, 钢筋混凝土构件, 灌浆

软弱地基以及固体火箭推进器等# 研究材料与材料之间接合部的奇异性问题,不仅对于安全

设计, 而且对于工程施工都具有一定的理论和实际指导意义# Dempsey 和 Sinclair
[ 6]

曾研究 N

种材料组成的角区问题, 并证明角区尖端奇异性依赖于各角区材料常数比值和各材料形成的

角区角度# 对于两种材料组成的角区问题, Bogy 和Wang[ 1]曾经得出角区尖端的应力场分布

及其奇异性程度变化规律# 最近 Chen和 Nisitani
[ 3]

将两种材料形成的角区分成对称与反对称

两种情形,从而导出其尖端应力场# 

由于两种材料形成的角区尖端存在着一定程度的奇异性,在该区域附近有可能引起断裂

现象,进而导致裂纹的扩展# 因此研究两种材料角区尖端产生的裂纹问题,具有一定的理论和

应用价值# 由于裂纹的出现, 两种材料接合尖端奇异性发生转变,应力应变场也随之发生重分

布现象# 为研究上的方便,本文先考虑较简单情形,即假定裂纹位于两种材料组成的角区分界

线上, 从而使得原问题可以被分解为对称与反对称两种情形, 进而得出两种情形下的特征方

程,最后推导出相应的特征函数亦即裂纹尖端附近的应力位移场# 

k 21 问 题 的 提 出

如图 1所示,两种材料组成的平面角域,其张角分别为 2A和 2P- 2A# 在角区尖端有一
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裂纹,位于张角为 2P- 2A的角区分角线上(0 [ A[ P)# 

问题的位移和应力分量可用复势函数 <j 和Wj 表示如下
[ 8]
:

Uj = uj r + iu jH = (2G j )
- 1

e
- iH

( Jj<j ( z ) - z �<
c
j (�z ) - �Wj (�z ) ) ( 211a)

T jr = Rj rr + iRj rH = <
c
j ( z ) + �<

c
j (�z ) - �z�<

d
j (�z ) - �z z

- 1
�W

c
j (�z ) ( 211b)

T jH= RjHH- iRjrH = <
c
j ( z ) + �<

c
j (�z ) + �z �<

d
j (�z ) + �z z

- 1
�W

c
j (�z ) ( 211c)

图 1  两种材料角区尖端裂纹问题

这里, j = 1, 2和 3分别代表图 1中的区域 Ñ, Ò和 Ó# z

= r e
iH
;对于平面应变情形, Jj = 3 - 4Lj ; 对于平面应力情

形, Jj = (3- Lj ) / ( 1+ Lj ) ,其中 Lj 和G j 分别代表第j 区域

的材料泊松比和剪切模量, L1 = L2, G 1 = G 2# 

设裂纹表面无外力作用, 两种材料交界面完全粘接,则

原问题的边界和连续条件可分别表示如下:

T 1H( H= P) = 0 ( 212a)

T 2H( H= - P) = 0 ( 212b)

T 1H( H= A) = T 3H( H= A) ( 212c)

U1( H= A) = U3( H= A) ( 212d)

T 2H( H= - A) = T 3H( H= - A) ( 212e)

U2( H= - A) = U3( H= - A) ( 212f )

利用问题的几何对称时, 可将原问题分解为状态Ñ和Ò,分别代表对称和反对称状态# 

对于状态Ñ ,可用下列对称条件代替方程( 2b)、( 212e) 和( 212f )
R3rH( H= 0) = 0,  u3H( H= 0) = 0 ( 213a, b)

对于状态Ò,可用下列反对称条件代替方程( 212b)、( 212e) 和( 212f ) :
R3HH( H= 0) = 0,  u3r ( H= 0) = 0 ( 214a, b)

k 31 特 征 方 程

为了反映裂纹尖端奇异性,可设方程( 211)中的复势函数为如下形式:

<j ( z ) = A jz
K
+ a jz

�K
( 311a)

Wj ( z ) = B jz
K
+ bj z

�K
( 311b)

其中, A j , aj , Bj , bj 和K为待定参数# 

先考虑状态 Ñ, 将( 311) 代入( 211) ,于是自由面力条件( 212a) , 连续条件( 212c)和( 212d)
以及对称条件( 213a)和( 213b)可分别表示成如下形式:

A 1 e
2PiK

+ a1K+ b1 = 0 ( 312a)

a1 e
2Pi�K

+ A 1�K+ B 1 = 0 ( 312b)

A 1 e
2iAK

+ a1Ke
2iA

+ b1 = A 3e
2i AK

+ a3Ke
2iA

+ b3 ( 312c)

a1 e
2iA�K

+ A 1�Ke
2iA

+ B 1 = a3 e
2iA�K

+ A 3�Ke
2iA

+ B 3 ( 312d)

J1A 1 e
2i AK

- a1Ke
2i A

- b1 = G 13( J3A 3 e
2iAK

- a3 Ke
2iA

- b 3) ( 312e)

J1a1e
2iA�K

- A 1�Ke
2iA

- B 1 = G 13( J3a3 e
2i A�K

- A 3�Ke
2i A

- B3) ( 312f )

A 3( 1- K) - �a3(1 - K) + b 3- B 3 = 0 ( 312g )
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A 3( J3+ K) - a3( J3+ K) - b3+ B3 = 0 ( 312h)

其中, G 13 = G 1/ G 3 # 

由( 312h)和( 312g) 可得:

    a3 = A 3 ( 313a)

    b3 = B3 ( 313b)
将( 312c) 和( 312d)代入( 312e)和( 312f )可得:

A 1 = k 11A 3 + k 12 a3+ k13 b 3 ( 314a)

    a1 = k 21 a3+ k 22A 3 + k 23B 3 ( 314b)
其中

k 11 =
1+ G 13J3
1+ J1

, k12 =
1 - G 13

1 + J1
Ke2iA(1- K) , k13 =

1- G 13

1 + J1
e
- 2iAK

k 21 = k 11, k22 =
1 - G 13

1 + J1
Ke

- 2iA(1- K)
, k23 =

1- G 13

1 + J1
e
2iAK

将( 312a) 和( 312b) 代入( 312c)和( 312d)得
A 1( e

2iAK
- e

2PiK
) + a1 K( e

2iA
- 1) = A 3e

2iAK
+ a 3Ke

2iA
+ b 3 ( 315a)

    a1( e
- 2iAK

- e
- 2PiK

) + A 1K( e
- 2iA

- 1) = a3e
- 2 iAK

+ A 3Ke
- 2iA

+ B3 ( 315b)
进而将( 314)代入( 315)便可推得

a11 a12

a21 a22

� � (H

A 3

B 3

� � (H

=
0

0 , b
(316)

其中

a11 = ( k11+ k12) ( e
2iAK

- e
2PiK

) + ( k 22 + k 21) K( e
2iA

- 1) - e
2iAK

- Ke2iA

a12 = k 13( e
2iAK

- e
2PiK

) + k 23K( e
2iA

- 1) - 1

a21 = ( k 22+ k 21) ( e
- 2iAK

- e
- 2iPK

) + ( k11+ k12) K( e
- 2iA

- 1) - Ke- 2iA- e
- 2iAK

a22 = k 23( e
- 2iAK

- e
2PiK

) + k13K( e
- 2 iA

- 1) - 1

为了使状态 Ñ下的问题有非零解, 方程( 316) 的系数行列式必须为零, 亦即:

a11a22 - a12a21 = 0 (317)

同样对于状态Ò有:

a
c
11a

c
22 - a

c
12a

c
21 = 0 (318)

这里 a
c
j 的具体形式为:

a
c
11 = ( k11- k12) ( e

2iAKc
- e

2PiKc
) + ( k 22 - k 21) Kc( e2iA- 1) - e

2iAKc
- Kce2iA

a
c
12 = - k 13( e

2iAKc
- e

2Pi Kc
) + k 23Kc( e2iA- 1) + 1

a
c
21 = ( k22- k21) ( e

- 2iAKc
- e

- 2iPKc
) + ( k 11- k 12) Kc( e- 2iA- 1)

- Kce- 2iA+ e
- 2iAKc

a
c
22 = k 23( e

- 2iAKc
- e

2PiKc
) - k13Kc( e- 2iA- 1) - 1

方程( 317) 和( 318)即为状态Ñ和Ò下的特征方程# K和Kc 分别表示满足特征方程(317)

和(318) 的特征值# 对于不同的材料比值和角区张角,相应的特征值可为实数或复数,其中小

于 1的特征值尤其重要, 因为它们反映着裂纹尖端奇异性程度, 因此以下仅考虑这些特征值随

材料参数和角区张角变化的规律# 

本文利用 Muller 迭代法求解超越方程( 317)和( 318) , 得出不同材料比值和角区张角下的
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最小正特征值变化规律,分别用图 2~ 5表示# 当 A= 0, P或G 13 = 1时, K1 = Kc1= 015,其与

均质材料中的裂纹情形一致# 当 G 13 < 1时, K1 和 K
c
1 皆大于 015, 这说明由于裂纹尖端存在

较硬的角区而导致裂纹奇异性的减弱; 相反当 G 13 > 1时, K1 和 Kc1 都小于 015,这表明由于裂

纹尖端存在较软的角区而使裂纹奇异性增强# G 13 越大,裂纹尖端奇异性程度越高# 

图 2 不同 A和 G 13下的K1 值

图 3  不同 A和 G13 下的Kc
1 值

K1 和 Kc1 一般为实数# 当 G 13 和 A较小时, K1 和 Kc1 会由实数变为复数# 例如当 G 13 =

0101时, 如0 b < A< 53b, K1 由实数变为复数;当 20b< A< 53b时, Kc1 由实数变为复数,如图

2和图 3所示# 
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图 4 不同 G 13 和A下的K1 值

图 5 不同 G 13 和A下的Kc
1 值

表 1 不同 L 1和 L 2下的 K, A= 45b, G 13= 011, Re K< 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 ( 0170023, 0112763) ( 0169894, 0113584) ( 0169784, 0114254) ( 0169688, 0114812) ( 0169605, 011528)

012 ( 0170532, 0106245) ( 0170387, 0107750) ( 0170264, 0108842) ( 0170158, 0109694) ( 0170065, 011038)

013 0162560, 0179619 0163714, 0178144 0164938, 0176645 0166338, 0175008 0168285, 0172855

014 0158466, 0184946 0159088, 0183966 0159666, 0183082 0160208, 0182277 0160719, 0181536

015 0155927, 0188861 0156367, 0188019 0156766, 0187279 0157131, 0186620 0157465, 0186030
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表 1~ 5列出不同 G 13, A, L1和 L2下,状态 Ñ 下的特征值结果(ReK< 1)# 当 A= 90b时,

本问题转变成两种材料半平面交界面上的垂直裂纹问题[ 4]# 表 2和表 5中的特征值与文[ 9]

所列结果一致,这说明文[ 9] 可作为本文之特例# 表 6 ~ 10列出了反对称情形下的特征值结

果# 当 A= 90b时, 反对称情形下的特征值与对称情形下的特征值完全重合,这与文[ 4] 中的

结论一致# 

表 3、4和 8还表明在某些特殊情形下,同时存在两个特征值 K1 和 K2 小于 1, 在这种情形

下, K1 和 K2 对裂纹尖端的奇异性都有影响# 因此在计算裂纹应力强度因子时必须同时考虑

它们的影响# 

表 2 不同 L1 和 L 2下的 K,A = 90b, G 13= 01 1, Re K< 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0175822 0176952 0177975 0178905 0179755
012 0171513 0172443 0173276 0174028 0174710

013 0168160 0168956 0169667 0170305 0170882

014 0165446 0166148 0166770 0167327 0167829
015 0163200 0163824 0164378 0164873 0165316

表 3 不同 L1 和 L 2下的 K, A = 135b, G 13= 01 1, Re K< 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0153829 0153879 0153922 0153959 0153991

012 0153766 0153821 0153868 0153909 0153944
013 0153702 0153763 0153814 0153858 0153896

014 0153638 0153703 0153758 0153806 0153848

015 0153572 0153642 0153703 0153753 0153798

表 4 不同 L1和 L 2下的 K, A= 45b, G 13= 10, Re K< 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0125044 0126023 0127117 0128353 0129766
012 0124169 0125101 0126141 0127313 0128652

013 0123383 0124273 0125266 0126384 0127659

014 0122671 0123525 0124477 0125548 0126766
015 0122022 0122844 0123759 0124788 0125958

表 5 不同 L1和 L 2下的 K, A= 90b, G 13= 10, Re K< 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0125246 0125964 0126529 0127122 0127747

012 0124620 0125131 0125666 0126228 0126820
013 0123890 0124376 0124886 0125421 0125985

014 0123224 0123689 0124176 0124688 0125227

015 0122613 0123059 0123527 0124018 0124535

436 钱    俊    长  谷  部  宣  男



表 6 不同 L1 和 L 2下的 K, A= 135b, G 13= 10, Re K< 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0140587, 0182659 0140939, 0184319 0141283, 0186137 0141620, 0188133 0141949, 0190333

012 0140094, 0182236 0140443, 0183851 0140785, 0185621 0141121, 0187566 0141451, 0189711
013 0139623, 0181862 0139970, 0183440 0140311, 0185169 0140646, 0187071 0140976, 0189171

0. 4 0. 39173, 0. 81529 0139517, 0183074 0139857, 0184768 0140192, 0186634 0140522, 0188695
015 0138741, 0181228 0139083, 0182744 0139421, 0184408 0139756, 0186242 0140086, 0188271

表 7 不同 L1 和 L 2下的 Kc, A = 135b, G 13= 01 1, Re Kc < 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0166703, 0193775 0167737, 0191390 0168865, 0189057 0170146, 0186696 0171708, 0184158
012 0164858, 0196791 0165479, 0194802 0166111, 0192948 0166762, 0191200 0167439, 0189533

013 0163750, 0199083 0164127, 0197324 0164500, 0195716 0164871, 0194235 0165241, 0192862

014 0163130 0163333, 0199314 0163532, 0197871 0163726, 0196557 0163916, 0195354
015 0162872 0162940 0163005, 0199625 0163068, 0198434 0163129, 0197353

表 8 不同 L1 和 L 2下的 Kc, A = 135b, G 13= 01 1, Re Kc < 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0181614 0182319 0182927 0183454 0183917

012 0180420 0181192 0181858 0182440 0182952

013 0179195 0180026 018078 0181380 0181939
014 0177952 0178835 0179605 0180283 0180884

015 0176702 0177628 0178440 0179158 0179796

表 9 不同 L1和 L 2下的 Kc, A= 45b, G 13= 10, Re Kc < 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0124609 0124736 0124865 0124996 0125128

012 0123799 0123920 0124044 0124169 0124296
013 0123064 0123181 0123299 0123420 0123541

014 0122393 0122506 0122620 0122736 0122854

015 0121779 0121888 0121998 0122110 0122223

表 10 不同 L1 和 L 2下的 Kc,A = 135b, G 13= 10, Re Kc < 1

L1
L2

011 012 013 014 015

011 0122513 0123252 0123996 0124746 0125503

012 0121889 0122591 0123300 0124015 0124739
013 0121337 0122007 0122684 0123369 0124062

014 0120843 0121484 0122133 0122791 0123458
015 0120397 0121012 0121637 0122270 0122913
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k 41 位 移 应 力 场

有了上述特征值结果,相应的特征函数亦即裂纹尖端的应力位移场可进一步推导如下:

先考虑状态 Ñ, 由方程( 316)可得:

A 3 = WB3 ( 411a)

    a3 = WB 3 ( 411b)

    b3 = B3 ( 411c)
A 1 = V 1B 3 ( 411d)

    a1 = V 2B 3 ( 411e)

    b1 = V 3B 3 ( 411f )
B 1 = V 4B3 ( 411g )

其中

W = - a12/ a11

V 1 = ( k 11+ k 12) W + k 13

V 2 = ( k 22+ k 21) W + k 23

V 3 = - ( k11+ k12) We
2PiK

- ( k22+ k21) WK- k 13e
2PiK

- k 23K

V 4 = - ( k 22 + k 21) We
- 2PiK

- ( k11+ k12) WK- k 23e
- 2PiK

- k 13 K

利用( 411) ,状态 Ñ下的位移应力表达式可由( 211)推得如下:

当 0 [ H [ A时

u3r = ( G 3)
- 1Re r

K
[ W ( k 3- K) cos( K- 1) H- cos( K+ 1) H] B7, 3

u3H = ( G 3)
- 1 Im r

K
i [ W ( k3 + K) sin( K- 1) H+ sin( K+ 1) H] B 31

R3HH = 2Re r
K- 1K[ W (1 + K) cos( K- 1) H+ cos( K+ 1) H] B 3

  �16

R3rr = 2Re r
K- 1K[ W ( 3- K) cos( K- 1) H- cos( K+ 1) H] B0 3

R3rH = 2Im r
K- 1

iK[ W ( 1- K) sin( K- 1) H+ sin( K+ 1) H] B5 3

  0

8,

(412a)

当 A [ H [ P时

u1r = (2G 1)
- 1Re r

K
[ V 1( k 1- K) e iH( K- 1) + V 2( k 1- K) eiH(- K+ 1)�

- V 3 e
iH(- K- 1)

- V 4 e
iH( K+ 1)

] B3 1 8

u1H = (2G 1)
- 1Im r

K
[ V 1( k1 + K) e

iH( K- 1)
- V 2( k 1+ K) e

iH(- K+ 1)�

- V 3 e
iH(- K- 1)

+ V 4 e
iH( K+ 1)

] B0 3

R1HH = Re r
K- 1

[ V 1 K(1 + K) e
iH( K- 1)

+ V 2K(1+ K) e
iH(- K+ 1)

+ V 3Ke
iH(- K- 1)

+ V 4Ke
iH( K+ 1)

] B 3

R1rr = Re r
K- 1

[ V 1K(3 - K) eiH( K- 1) + V 2K(3 - K) eiH(- K+ 1)

- V 3Ke
iH(- K- 1)

- V 4Ke
iH( K+ 1)

] B 3

R1rH = Im r
K- 1

[ V 1K( K-1) e
iH( K- 1)

+ V 2K(1 - K) eiH(- K+ 1)

- V 3Ke
iH(- K- 1)

+ V 4Ke
iH( K+ 1)

] B 3

( 412b)
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对于状态Ò,同样可得:

A
c
3 = W

c
B

c
3 (413a)

于是便有:

    a
c
3 = - W

c
B

c
3,   b

c
3 = - B

c
3 ( 413b, c)

A
c
1 = V

c
1B

c
3,   a

c
1 = V

c
2B

c
3 ( 413d, e)

    b
c
1 = V

c
3B

c
3,   B

c
1 = V

c
4B

c
3 ( 413f, g )

其中

W
c
= - a

c
12/ a

c
11

V
c
1= ( k11- k12) W

c
+ k 13

V
c
2= ( k22- k21) W

c
+ k 23

V
c
3= - ( k11- k12) W

c
e
2Pi Kc

- ( k 22 - k 21) W
c
K

c
- k 13 e

2Pi Kc
- k 23K

c

V
c
4= - ( k22- k21) W

c
e
- 2PiKc

- ( k 11- k12) W
cKc - k 23e

- 2PiKc
- k13K

c

利用( 413) ,状态 Ò下的位移应力表达式可由( 211)推得如下:

当 0 [ H [ A时

u
c
3r = ( G 3)

- 1
Re r

Kc
i [ W

c
( k 3- Kc) sin( Kc- 1) H- sin( Kc+ 1) H] Bc

co 3 �

u
c
3H = ( G 3)

- 1
Im r

Kc
[ W

c
( k 3+ Kc) cos( Kc- 1) H+ cos( Kc+ 1) H] Bc

3  5

Rc3HH = 2Re r
Kc- 1

Kci [ W c
(1 + Kc) sin( Kc- 1) H+ sin( Kc+ 1) H] B

c
3[ [

Rc3rr = 2Re r
Kc- 1

Kci [ W c
(3 - Kc) sin( Kc- 1) H- sin( Kc+ 1) H] B

c
3! ! �

Rc3rH = 2Im r
Kc- 1

Kc[ W c
( Kc- 1) cos( Kc- 1) H+ cos( Kc+ 1) H] B

c
3

(414a)

当 A [ H [ P时

u
c
1r = (2G 1)

- 1Re r
Kc
[ V

c
1( k 1- Kc) eiH( Kc- 1) + V

c
2( k 1 - Kc) e iH(- Kc+ 1)

- V
c
3e
iH(- Kc- 1)

- V
c
4e

iH( Kc+ 1)
] B

c
3 �

u
c
1H = (2G 1)

- 1
Im r

Kc
[ V

c
1( k 1 + Kc) e iH( Kc- 1) - V

c
2( k 1+ Kc) eiH(- Kc+ 11 )

- V
c
3e
iH(- Kc- 1)

+ V
c
4e

iH( Kc+ 1)
] B

c
3

Rc1HH = Re r
Kc- 1

[ V
c
1Kc(1 + Kc) eiH( Kc- 1) + V

c
2Kc(1 + Kc) e iH(- Kc+ 1) )

+ V
c
3Kce iH(- Kc- 1) + V

c
4Kce iH( Kc+ 1) ] Bc

3 )

Rc1rr = Re r
Kc- 1

[ V
c
1Kc( 3- Kc) eiH( Kc- 1) + V

c
2Kc(3 - Kc) eiH(- K+ 1)

- V
c
3Ke

iH(- Kc- 1)
- V

c
4KceiH( Kc+ 1) ] Bc

22 3

Rc1rH = Im r
Kc- 1

[ V
c
1Kc( Kc- 1) eiH( Kc- 1) + V

c
2 Kc( 1- Kc) eiH(- Kc+ 1)0

- V
c
3Kce iH(- Kc- 1) + V

c
4Kce iH( Kc+ 1) ] Bc

3

( 414b)

当特征值为实数时, 上述位移应力表达式可以得以简化# 此时复势函数可以假设成如下

形式:

<j ( z ) = A jz
K ( 415a)

Wj ( z ) = B jz
K ( 415b)

对于状态Ñ ,将( 415)代入( 211) ,面力自由条件( 212a) , 连续条件( 212c) 和( 212b) 以及对

称条件( 213a) 和( 213b) 可表示成如下形式:

A 1 e
2PiK

+ A 1K+ B 1 = 0 ( 416a)
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A 1 e
2iAK

+ A 1Ke
2iA

+ B 1 = A 3 e
2iAK

+ A 3 Ke
2iA

+ B3 ( 416b)

J1A 1 e
2iAK

- A 1Ke
2iA

- B 1 = G 13( J3A 3 e
2 iAK

- A 3Ke
2iA

- B 3 ( 416c)

A 3( 1- K) - A 3(1 - K) + B 3- B 3 = 0 ( 416d)

A 3( J3+ K) - A 3( J3+ K) - B 3+ B3 = 0 ( 416e)

由( 416d)和( 416e) 可得

A 3 = a3,   B 3 = b 3 ( 417a, b)

其中, a3 和 b 3 为实数# 

将( 416a) 代入( 416b)和( 416c) ,并利用( 417)得:

A 1d 1+ A 1d2 + a3d 3+ b3d 4 = 0 ( 418a)

A 1d 5+ A 1d6 + a3d 7+ b3d 8 = 0 ( 418b)

其中

d 1 = e
2PiK

- e
2Pi K

,  d 2 = K( e
2iA

- 1) ,  d3 = - e
2iAK

- Ke
2iA

, d4 = - 1

d 5 = J1 e
2iKA

+ e
2PiK

,  d 6 = - K( e
2iA

- 1) ,  d 7 = - G 13( J3 e
2iAK

- Ke
2iA

) ,

d 4 = G 13

由( 418)求解 a3 和 b 3 得:

a3 =
d 4d5 - d 1d8
d 3d8 - d 7d4

A 1+
d 4d 6- d 2d 8

d 3d 8- d 7d 4
A 1 = f 1A 1 + f 2 A 1 ( 419a)

b3 =
d1d 7- d3d 5

d3d 8- d7d 4
A 1 +

d2d 7- d3d 6

d3d 8- d7d 4
A 1 = f 3A 1+ f 4 A 1 ( 419b)

由( 419)还可得出

a3 = f 2A 1 + f 1 A 1 ( 4110a)

b3 = f 4A 1+ f 3 A 1 ( 4110b)

将( 419a) 减去( 4110a) 得
( f 1- f 2) A 1+ ( f 2 - f 1) A 1 = g1A 1 + g2 A 1 = 0 ( 4111)

即

Re( g 1+ g 2) Im( g2 - g1)

Im( g1+ g2) Re( g1- g2)

� � (

ReA 1

ImA 1

=
0

0 �c
( 4112)

为使问题有非零解, 下述特征方程必须被满足:

Re( g 1+ g 2) Im( g2 - g1)

Im( g1+ g2) Re( g1- g2)
=

d 11 d 12

d 21 d 22

= 0 ( 4113)

由( 4112)可得

A 1 = Ea

其中 E 可由表 11确定, a 为实数# 

表 11 E 的表达式

d 21= 0, d 22= 0 d 11= 0, d 12= 0

d 11 X 0, d 12 X 0 d 11= 0, d 12 X 0 d 11 X 0, d 12= 0 d 21 X 0, d 22 X 0 d 21= 0, d 22 X 0 d 21= 0, d 22X 0

1- id 11/ d 12 1 i 1- id 21/ d 22 1 i
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于是有

B 1 = Fa

A 3 = H a

B3 = Ma

其中

F = - Ee
- 2Pi K

- KE

H = f 1E + f 2 E

M = f 3E + f 4 E

相应的位移应力场可表示如下:

当 0 [ H [ A时

u3r = (2G 3)
- 1

r
K ( J3 - K) [ h 1cos( K- 1) H- h2sin( K- 1) H]

   - [ m 1cos( K+ 1) H- m 2sin( K+ 1) H] a

u3H = (2G 3)
- 1

r
K

( J3 + K) [ h1sin( K- 1) H+ h2cos( K- 1) HB ]

   + [ m 1sin( K+ 1) H+ m 2cos( K+ 1) H] a

R3rr = r
K- 1 K( 3- K) [ h1cos( K- 1) H- h 2sin( K- 1) H1 ]

   - K[ m 1cos( K+ 1) H- m 2sin( K+ 1) H] �a

R3HH = r
K- 1 K(1 + K) [ h1cos( K- 1) H- h2sin( K- 1) H= ]

   + K[ m 1cos( K+ 1) H- m 2sin( K+ 1) H]� a

R3rH = r
K- 1 K( K- 1) [ h1sin( K- 1) H+ h 2cos( K- 1) H] 1

   + K[ m 1sin( K+ 1) H+ m 2cos( K+ 1) H] a(

( 4114a)

当 A [ H [ P时

u1r = (2G 1)
- 1

r
K ( J1 - K) [ e1cos( K- 1) H- e2sin( K- 1) H]

   - [ f 1cos( K+ 1) H- f 2sin( K+ 1) H]d a

u1H = (2G 1)
- 1

r
K
( J1+ K) [ e1sin( K- 1) H+ e2cos( K- 1) H]

   + [ f 1sin( K+ 1) H+ f 2cos( K+ 1) H] a

R1rr = r
K- 1 K( 3- K) [ e1cos( K- 1) H- e2sin( K- 1) H]2

   - K[ f 1cos( K+ 1) H- f 2sin( K+ 1) H] a

R1HH = r
K- 1 K(1 + K) [ e1cos( K- 1) H- e2sin( K- 1) H]

   + K[ f 1cos( K+ 1) H- f 2sin( K+ 1) H] a

R1rH = r
K- 1 K( K- 1) [ e1sin( K- 1) H+ e2cos( K- 1) H]

   + K[ f 1sin( K+ 1) H+ f 2cos( K+ 1) H1 ] a

( 4114b)

其中

F = f 1+ if 2,  H = h 1+ ih2,  M = m 1+ im 2 ( 4115a, b, c)
对于状态Ò,反对称条件( 214a)和( 214b)可表示为

A
c
3( 1+ Kc) + A

c
3( 1+ Kc) + B

c
3+ B

c
3 = 0 ( 4115d)

A
c
3( J3- Kc) + A

c
3( J3 - Kc) - B

c
3- B

c
3 = 0 ( 4115e)

由( 4115d) 和( 4115e)可得
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A
c
3 = ia

c
3,  B

c
3 = ib

c
3 ( 4116a, b)

其中, ac
3 和 b

c
3 为实数# 

与状态Ñ相同, 可得

A
c
1 = E

c
a

c
,  B

c
1 = F

c
a

c
( 4117a, b)

A
c
3 = H

c
a

c
,  B

c
3 = M

c
a

c ( 4117c, d)

其中

F
c
= - E

c
e
- 2PiKc

- KcEc

H
c
= i( f

c
1E

c
+ f

c
2 E

c
)

M
c
= i( f

c
3E

c
+ f

c
4 E

c
)

f
c
1=

d
c
4d

c
5- d

c
1d

c
8

d
c
3d

c
8- d

c
7d

c
4
,  f

c
2=

d
c
4d

c
6- d

c
2d

c
8

d
c
3d

c
8- d

c
7d

c
4

f
c
3=

d
c
1d

c
7- d

c
3d

c
5

d
c
3d

c
8- d

c
7d

c
4
,  f

c
4=

d
c
2d

c
7- d

c
3d

c
6

d
c
3d

c
8- d

c
7d

c
4

d
c
1 = e

2iKcA
- e

2PiKc
,  d

c
2 = Kc( e2iA- 1) ,  d

c
3 = i ( Kce2iA- e

2iAKc
) ,  d

c
4 = i

d
c
5 = J1 e

2iKcA
+ e

2PiKc
,  d

c
6 = - Kc( e2iA- 1) ,  d

c
7 = - iG 13( J3 e

2iAKc
+ Kce2iA) ,

d 8 = - iG 13

E
c
= e

c
1+ ie

c
2

E
c可用状态 Ñ下求 E 的方法确定# 

状态Ò下的应力位移场与状态 Ñ下的表达式形式一致,仅需将 e1, e2, f 1, f 2, h1, h2, m 1,

m 2 以及 a 用e
c
1, e

c
2, f

c
1, f

c
2, h

c
1, h

c
2, m

c
1, m

c
2 和 a

c 代替即可,这里 F
c
= f

c
1+ if

c
2, H

c
= h

c
1+ h

c
2,

M
c
= m

c
1+ im

c
2 # 

对于实特征值情形, 裂纹应力强度因子可定义如下:

K Ñ = 2P lim
r y 0

r
1- K

1 RHH( H= 0) ,  K Ò = 2P lim
r y 0

r
1- K

1RHr ( H= 0) ( 4118)

其中

a =
K Ñ

2P
1

K1[ ( K1+ 1) h 1+ m 1]
,  a

c
=

K Ò

2P
1

Kc1[ ( K
c
1- 1) hc

1 + m
c
1]

整个问题的位移应力场可通过状态 Ñ和 Ò的迭加表示如下:

ur j =
K Ñ r

K
1

2P
F

Ñ
1 j ( H) +

K Ò r
K

c

1

2P
F

Ò
1 j ( H) ( 4119a)

uHj =
K Ñ r

K
1

2P
F

Ñ
2 j ( H) +

K Ò r
K

c
1

2P
F

Ò
2 j ( H) ( 4119b)

Rrr j =
K Ñ r

K
1
- 1

2P
F

Ñ
3 j ( H) +

K Ò r
K

c

1
- 1

2P
F

Ò
3 j ( H) ( 4119c)

RHHj =
K Ñ r

K
1
- 1

2P
F

Ñ
4 j ( H) +

K Ò r
K

c
1
- 1

2P
F

Ò
4 j ( H) ( 4119d)

RrHj =
K Ñ r

K
1
- 1

2P
F

Ñ
5 j ( H) +

K Ò r
K

c
1
- 1

2P
F

Ò
5 j ( H) ( 4119e)

其中, F
Ñ
1j 可由(4114) 得出, F

Ò
1 j 可用与F

Ñ
1 j 同样方法推导, 这里因篇幅所限省略# 
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图 6  不同 G 13下的 F Ñ
4 ( H) 分布, A = 120

图 7 不同 G 13 下的 F Ñ
5 ( H) 分布, A= 120b

图 6 和图 7 给出对称状态下, F
Ñ
4 ( H) 和 F

Ñ
5 ( H) 随 H变化而变化的规律, A =

120b# F
Ñ
4 ( H) 在 H= 0b处达到最大值, 也即对于不同的 G 13, F

Ñ
4 ( H) 在角区分角线上达到其

最大值, 与其它各种情形相比, G 13 = 1时, F
Ñ
4 ( H) 最大# 至于 F

Ñ
5 ( H) , 图7表明其变化曲线

斜率在两种材料的交界面处发生突变# 通常情况下, G 13 越大, GF
Ñ
4 ( H) 和F

Ñ
5 ( H) 随 H变化

得越多# 

图 8 和图 9 表明在反对称状态下, F
Ò
4 ( H) 和 F

Ò
5 ( H) 随 H变化的规律, 其中 A=

120b# F
Ò
4 ( H) 总是负值,并且随着 H的增长, F

Ò
4 ( H) 首先减小,当达到最大绝对值后, 又转为

增长, G 13 的值越小,该函数的绝对最大值越大# 图 9表明 F
Ò
5 ( H) 在两种材料的交界面上发

生突变的现象, 并且它在角区的分角线上达到最大值# G 13 越大, F
Ò
4 ( H) 和 F

Ò
5 ( H) 随着 H变
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图 8 不同 G 13 下的 F Ñ
4 ( H) 分布, A= 120b

图 9 不同 G 13 下的 F Ñ
5 ( H) 分布, A= 120b

化得越快# 

对于实际问题, 除了考虑上述关于 F
Ñ
j 和F

Ò
j ( j = 1, ,, 5) 的特性以外,还需根据问题边

界位移和荷载条件确定裂纹的应力强度因子# 

当 G 13 = 1,或者 A= 0b或180b时, K1= K
c
1 = 015,可以证明表达式(4119) 将转化为均质

材料中的裂纹问题# 

k 51 结   论

利用特征函数法,本文详细分析了两种材料尖端产生的分角线上的裂纹问题# 对于不同

的角区张角和材料比值, 本文给出了对称和反对称两种状态下裂纹的奇异性变化规律# 裂纹
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尖端的位移应力场也通过显式表式出来# 进一步地可以考虑两种材料尖端产生的任意方向裂

纹现象,裂纹的应力强度因子可以通过本文解答与各种计算方法结合形式求出# 
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A Crack Emanating from the Tip of Bonded

Dissimilar Materials

Qian Jun

( Nan jing Un iver sity of Scien ce an d Techn ology , Nan jing 210000, P . R . Chin a )

Norio Hasebe

( Nagoya In sit itu te of Techn ology , J apan )

Abstract

A crack is assumed to emanate from the tip of bonded dissimilar materials with the crack on the

bisector of one of the bonded wedges. The problem is firstly divided into symmetric and anti_sym-

metricmodes according to the characteristics of the local geometry. By eigenexpansion method, the

eigenequations for the two modes are derived, respectively, and the corresponding eigenvalues are

obtained with different ratios of dissimilar material constants and angles of the wedges. The singu-

larity of the crack is then analyzed by the eigenvalues that are less then one. The fields of displace-

ment and stress in the vicinity of the tip of the crack are finally derived in an explicit form.

Key words  Dissimilar material, singularity, fields of displacement and stress
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