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摘   要

变截面箱形薄壁立柱弯扭屈曲的三个控制方程是二阶或四阶变系数的常微分方程, 很难用解

析的方法求解# 本文用多项式来近似截面的几何特性和微分方程的某些系数,用能量原理和伽辽

金法分别导出了计算这种立柱弯曲和扭转屈曲荷载的近似公式, 用数值算例来验证了所给解答的

正确性# 本文的计算结果为论证变截面箱形薄壁立柱的稳定性提供了依据# 本文具有实用价值# 

关键词  变截面箱形薄壁立柱  弯扭屈曲  屈曲荷载的近似解

中图分类号  TU311

k 11 引   言

变截面箱形薄壁立柱作为受压构件广泛用于桥梁高墩、水塔、电视塔和其它类似结构# 但

是目前研究这种结构弯扭屈曲临界荷载的文章还很少见到# 本文利用能量原理和伽辽金法分

别导出了计算弯曲和扭转屈曲临界荷载的近似表达式# 编制了相应的计算机程序, 并给出了

一些具体的数值算例# 有准确解的等直杆可看作本文所讨论问题的特例# 与准确解相比,可

看到本文的计算结果是相当精确的# 这证实了本文所给表达式和编制的程序是正确的# 

本文是应四川省交通厅公路规划勘察设计院之邀而作# 导出的算式和编制的程序已用于

世界最大跨度的钢筋混凝土拱桥 ) ) ) 万县长江大桥拱上立柱稳定性的论证# 当然也可用于其

它类似结构稳定性的论证# 考虑到实际工程结构的要求,本文所考虑的边界条件仅仅是:立柱

下端固定; 上端 ) ) ) 对于弯曲屈曲是弹性支承, 对于扭转屈曲是自由# 但利用本文讨论的方

法,不难将上述边界条件推广到任意情形# 

k 21 控 制 方 程

考虑双对称等截面的箱形薄壁立柱# 设 x 和y 轴与截面主坐标重合, z 轴为纵轴, 原点在

上端截面中心# 三个控制方程为
[ 1] , [ 2]
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式中, N, G为截面z 的中心在x , y 方向的位移; H为截面绕z 轴的扭转角; P 为作用于截面 z 的

轴力; Jx , J y 为惯性矩; Jp 为极惯矩; Jd 为扭转常数; J X为翘曲常数; E 为弹性模量; G 为剪切模

量; r 为回转半径, 按定义

r
2
=

Jx + Jy

F
(212)

式中, F 为截面面积# 

注意,对于混凝土,应用折算弹性模量 E 1( = E / (1 - L2) , L为泊松比) 来替代弹性模量

E , 且剪切模量 G 等于 0143E , 见文[ 3] # 

在方程( 211)中,前两个方程为欧拉方程,最后一个方程为扭转屈曲控制方程# 当截面的

形心和剪切中心重合时, 正如这里所讨论的情形一样,方程( 211) 中的三个联立方程是不耦合

的,因此可以分别求解它们# 但三个屈曲荷载中, 只有最小的一个才具有实际意义# 

对于变截面杆,方程( 211)中的所有几何常数均为纵标 z 的函数; 若计自重, 轴力 P 也是 z

的函数# 在此情况下,方程( 211)变为三个变系数的常微分方程, 很难用解析的方法求解# 本

文引入某些近似,使变截面箱形薄壁立柱控制方程较为精确的解很容易求得# 

k 31 弹性约束下立柱欧拉屈曲荷载的近似分析

考虑图 1( a)所示高为 L 等壁厚变截面箱形薄壁立柱# 该立柱下端固定, 上端受弹簧约束

且作用有轴向压力 P v# 弹簧刚度为 k , 其变化范围是[ 0, + ] ]# 结构计算模型示于图 1( b) ,

而立柱截面示于图 1( c)# 

    ( a)           ( b)               ( c)

图  1

设立柱上端截面编号为 1,下端截面编号为 2# 在下面诸式中,用带下标 i( i= 1, 2)的符号

来表示截面几何特性和有关物理量在相应柱端的值# 现在构造 z 的多项式来近似截面z 的几

何特性和有关物理量# 这些多项式在两端是准确的而在杆件内部都是近似的# 所构造的多项

式是:
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截面面积      F ( z ) = F 1 1 +
B
L

z

� � x

( 311a)

单位长度上自重   q ( z ) = q 1 1+
B
L

z

� � - J

( 311b)

式中 B= F 2/ F1 - 1 ( 311c)

轴力 P ( z ) = Pv + Q
z

0
q 1 1+

B
L
F �转角dF= Pv + q1 z 1 +

B
2L

z常数 (312)

惯性矩 J ( z ) = J 1 1+
A1
L

z
3

( 313a)

式中 A1 =
3

J 2/ J 1 - 1 ( 313b)
注意( 313)式适用于 J x( z ) 和 Jy ( z ) , 但这里先考虑前者# 

考虑图 1( b) 所示的结构理想化模型# 为了简便,记

a =
P
2L

,  b = 3a =
3P
2L

(314)

选择试探函数

G( z ) = D1[ sin az + (1- C
k
) sin bz ] (315)

它表示假定的立柱挠曲形状# 据上式, 立柱上端的实际水平位移为

D= G( L ) = D1C
k

这里, C 为由临界荷载驻值条件确定的待定参数, 下面讨论其变化范围# 由于对于任意 k \

0, 位移 D都是物理实量, 因此有 C > 0; 若立柱上端为简支, 即当 k = ] 时, 则 D= 0, 因此又

有 C < 1# 从而待定参数 C 满足0 < C < 1# 现在讨论 D1 的物理意义# 若立柱上端为自由,

即 k = 0时, 则 D= D1# 此时立柱上端的水平位移达到极大, 因此 D1 表示立柱上端横向位移

的幅值# 

( 315) 式右边第一项为假定的立柱挠曲形状的主部, 第二项为考虑柱顶弹簧影响的修正

项# 很明显,所选择的试探函数满足位移边界条件 G(0) = Gc( L ) = 0# 

根据能量原理, 外力所做的功等于立柱的应变能# 注意到柱顶弹簧的变形为 D, 因此有

PvQ
L

0
Gc 2

dz + q1Q
L

0
z 1 +

B
2L

zan Gc 2
dz - kD2

= Q
L

0
EJ 1 1 +

A1
L

ze

3

Gd 2
dz (316)

设

u = 1- C
k

(317)
将( 317)式代入式( 315)和( 316) ,从 0 到 L 积分, 简化其结果,便得到弯曲屈曲临界荷载

Pv = [ P0D3 - G 0D 2+ K 0(1 - u)
2
] / D1 ( 318a)

式中

P 0 =
P2EJ 1

4L 2 ,  G 0 = q 1L ,  K 0 =
4Lk

P2
( 318b)

及

D1 = (1 + 9u2
) / 2

D2 = D21+ D 22u + D23 u
2

D3 = D31+ D 32u + D33 u
2 1

(319)
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这里,

D21 =
1
4
-

1

P
2+

B
2

1
6

-
1

P2
, D22 = -

3

P
2 2+

3B
4

(

D23 =
9
4
-

1

P2
+

B
2

3
2

-
1

P2
� � � q

D31 =
1
2
+ 3

1
4

+
1
P2

=� � � A1+ 3
1
6

+
1
P2

)

� �式 中

A21+
1
2

1
4

+
3P

2
- 12
P4

) 和  � A31

D32 = -
54

P
2A1-

135

2P
2A

2
1- 27

5

4P2
-

4

P4
+ - A

3
1

D33 = 40
1
2

+ 27
9
4

-
1

P2

� � k

A1+ 27
3
2

+
1

P2
都是 A21+

3
2

27
4

+
9P2- 4

P4
1

  的 物理

A3k 1

(3110)

如前述,弹簧常数 k \ 0, 待定参数 0 < C < 1, 因此0 < C
k
< 1# 由( 317) 式可知0 < u

< 1# 在满足上述条件的 C
k 或u 的所有可能的取值中, 正确的取值应使临界荷载 P V 最小# 

因此有
dPv

du
= 0# 即

P
c
v = D1[ P 0D

c
3- G 0D

c
2- 2K 0(1- u ) ] - D

c
1[ P 0D 3- G 0D 2

+ K 0(1 - u)
2
] / D

2
1 = 0 ( 3111)

由( 319)式得到

D
c
1 = 9 u

D
c
2 = D22+ 2D23u

D
c
3 = D32+ 2D33u

( 3112)

将( 319)式和( 3112) 代入( 3111)式,得

Q1u
2
+ Q2u + Q3 = 0 ( 3113)

式中

Q1 = -
9
2
( P0D32- G 0D22) + 9K 0

Q2 = P 0( D33- 9D 31) - G 0( D23- 9D 21) - 8K 0

Q3 =
1
2 ( P 0D 32- G 0D22) - K 0

( 3114)

解方程( 3113)得

u =
- Q2 ? Q

2
2- 4Q 1Q3

2Q 1
( 3115)

如前所述,只有当 0 < u < 1 时, (3115) 式给出的解 u 才有实际意义# 

从( 3115)式求得 u 后, 利用( 318) 、(319) 和(3110) 式可求得 y 方向的欧拉屈曲荷载Py =

Pv# 用同样的方法也可求得 x 方向的欧拉屈曲荷载Px # 

k 41 扭转屈曲荷载的近似分析

考虑图 2所示变截面箱形薄壁立柱,建立坐标系如图示# 立柱的截面又示于图 1( c)# 

如第 2 节所述, 立柱扭转屈曲控制方程的精确表达式为
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图  2

EJ X( z ) Jp ( z )

J p ( z ) - Jd ( z )
H
Ô
- GJ d ( z ) H

d
+ [ r ( z ) ]

2
P ( z ) H

d
= 0 ( 411a)

或简写为

a4( z ) HÔ- a2( z ) H
d
+ b ( z ) Hd = 0 ( 411b)

为求解变系数的常微分方程, 再次引入 z 的多项式来近似上述

方程的系数# 设

a4( z ) = a40 1+
A4
L

z P

� � 2

5

( 412a)

式中

a40 = EJ X
1
Jp

1
/ ( Jp

1
- Jd

1
) , A4 =

5

JX
2
Jp

2

JX
1
Jp

1

Jp
1
- Jd

1

Jp
2
- Jd

2

- 1 ( 412b, c)

系数 a2( z )近似地表达为

a2( z ) = a20 1+
A2
L
z4

3

( 413a)

式中

a20 = GJd
1
,  A2 =

3

J d
2
/ Jd

1
- 1 ( 413b, c)

对于回转半径 r ( z ) , 引入插值函数 :

r ( z ) = r 1 1 +
B2
L
zk� � ( 414a)

式中

B2 = r 2/ r 1- 1 ( 414b)

注意到( 312)式, ( 411b)式中 b( z ) 的表达式成为

b( z ) = r
2
1 1 +

B2
L
z

2

Pv + q1 z 1 +
B
2L

z0D

3

( 415)

为书写简便,下文中仍用 b ( z )来表示上式给出的 z 的多项式# 在(412) 到( 415)式中, 正如第

3节所述, 带附加下标 i ( i= 1, 2)的几何常数表示相应截面几何特性在柱端的值# 

引入这些插值函数后,控制方程的近似表达式成为

a40 1 +
A4
L
z由(

5

HÔ- a20 1+
A2
L
z+ D

3

Hd + b ( z ) Hd = 0 (416)

由于 H各阶导数的系数都是 z 的多项式, 上述方程都能够用伽辽金法求得其近似解# 

对于立柱扭转屈曲, 伽辽金法的主要思路是
[ 1]

: 假定立柱失稳时扭转角为

H( z ) = E
n

i = 1

C iVi ( z ) (417)

式中, C i 为待定系数, Vi ( z ) 为满足位移边界条件的位移函数# 由于假定的 H( z ) 不一定是准

确解, 将(417) 式代方程(416) 其结果一般不等于零# 用 Dm 来表示这个结果, 它称为换算荷

载[ 1]# 此时, 杆件内力与换算荷载 Dm 处于随遇平衡状态# 换算荷载 Dm 在任意微小虚位移Hj

上做的功等于零# 假定所选择的虚位移为# 

Hj = Vj ( z )   ( j = 1, 2, ,, n)

按虚位移原理, 有

Q
L

0
DmVj ( z ) dz = 0   ( j = 1, 2, ,, n) (418)
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从数学上讲,上式为关于待定系数 C i ( i = 1, 2, ,, n ) 的线性齐次方程组# 当且仅当 Ci 系数

阵行列式的值等于零, 方程(418) 有非零解# 根据这个条件, 可求出扭转屈曲荷载的近似值

# 

如图 2 所示,立柱的支承条件是上端自由,下端固定# 假定所设置的座标系与柱顶截面一

道转动# 此时, 立柱的位移边界条件为 H(0) = H
c
( L ) = 0# 假定立柱失稳时扭转角为

H( z ) = C 1sin az + C2sinbz (419)
式中,常数 a 和b 与(314) 式给出的相同# 显然, 每个位移函数( sinaz 和 sin bz ) 都满足位移边

界条件# 将(419) 式代入控制方程( 416) , 可得换算荷载

Dm = a 40 1 +
A4
L
z

� � �

5

( C1a
4
sinaz + C2 b

4
sin bz )

+ a20 1+
A4
L
z p� � � 1

3

( C 1a
2sin az + C 2 b

2sinbz )

- b ( z ) ( C1a
2
sinaz + C 2 b

2
sin bz )

将上式分别乘以虚位移 sin az 和 sin bz , 并在区间[ 0, L ] 上积分, 令其结果为零, 可得线性

齐次方程组

T 11+ Q 11Pv T 12 + Q 12Pv

T 21+ Q 21Pv T 22 + Q 22Pv
:

� �( r

C1

C2B

� �2

=
0

0 �
( 4110)

式中

Q11 = -
r
2
1a

2
L

6B2
[ (1 + B2)

3
- 1] + 6

B2
P

 

� � (

2

(2 + B2+ )� �  

Q21 =
1
9 Q12 =

r
2
1B2
16L (8 + 5B2)

Q22 =
r
2
1 b

2
L

6B2
[ (1+ B2)

3
- 1] + 6

B2
3P

# #

� � z

2

(2 + B2- )

( 4111)

T ij为三项之和

T ij = A ij + B ij + W ij   ( i = 1, 2; j = 1, 2) ( 4112)

式中, A ij 和B ij 分别与第一项和第二项的积分有关, 而 W ij 是考虑结构自重的修正项# 为使

下文的表达式简单, 记

P2 = P/ A2,  P4 = P/ A4

d 2 = 1+ A2,  d 4 = 1 + A4

B
c
2 = B+ B2,  B

d
2 = B+ 4B2

( 4113)

则( 4112) 式中的常数可表达为

A 11 =
a40a

4
L

A4
1
12( d

6
4 - 1) +

5
2

1
P4d� �= �

6

[ P
4
4( d

4
4+ 1) - 12P

2
4( d

2
4+ 1) + 48]! ! �

A 21 =
1
81

A 12 = -
5 a40a

4
L

8A4
1
P4� � �

6

[ P
4
4( 5d

4
4 + 3) - 3P

2
4( 17d

2
4+ 15) + 192]

A 22 =
a40 b

4
L

A4
1
12

( d
6
4- 1) +

5
2

1
3P4 1

� �2 (

6

[ (3P4)
4
( d

4
4 + 1) - 12( 3P4)

2
( d

2
4+ 1) + 48]颖 汉

( 4114)
和
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B 11 =
a20a

2
L

2A2
1
4 ( d

4
2- 1) + 3

1
P2� � �

4

[ P
2
2( d

2
2+ 1) - 4移边

B 21 =
1
9
B 12 = -

3a20a
2
L

8A2
1
P2(�

4

[ P22(5d
2
2+ 3) - 16]

B 22 =
a20 b

2
L

2A2
1
4
( d

4
2 - 1) + 3

1
3P2 n� � ( z

4

[ (3P2)
2
( d

2
2 + 1) - 4]� � �

( 4115)

及

W 11 = -
q1 r

2
1

8
BB

2
2

5
P2

2
- 10

6

P2
- 1 z� � � + B2B

c
2
P2

4
- 3

4

P2
- 1

�

+ Bd2
P2

6
+ 1� � �+

P2

2
+ 2 P� � � v

� :

W 21 =
1
9

W12 =
q1 r

2
1

32
- BB22

51

P2
- 10 - 3B2B

c
2

16

P2
- 5

 

+ 5Bd2+ 8�� ��

W 22 = -
q1 r

2
1

8

BB22
5

9P2

2 - 10
2

3P2
- 1

L

+ B2B
c
2

9P2

4 - 3
4

9P2
- 1( B

� �

+ Bd2
3P2

2
+ 1� �T +

9P2

2
+ 2

i

( 4116)

令线性齐次方程组( 4110)中 C1, C 2 的系数行列式为零, 可得

AP
2
v + BP

2
v + C = 0 ( 4117)

这是作用于柱顶集中荷载 Pv 的二次方程, 扭转屈曲荷载 PX的近似值为上述方程的最小根

PX = min - B ? B
2
- 4A C

2A
A ( 4118)

在上述两式中,

A = Q 11 Q22 - Q12Q21

B = ( Q11T 22 + Q22T 11) - ( Q12T 21+ Q 21T 12)

C = T 11T 22 - T 12T 21

( 4119)

等截面箱形薄壁立柱的扭转屈曲荷载有准确解# 为了与准确解进行比较,下面利用本文

所给方法导出等截面柱扭转屈曲荷载的所似公式# 

对于等截面杆, 根据( 311c)、( 412c)、( 413c) 和( 414b)式,有

B= A4 = A2 = B2 = 0 ( 4120a)
若不记自重,有

q 1 = 0 ( 4120b)

记

r = r 1, a20 = GJ d

a40 = EJ XJp / ( Jp - Jd )
( 4121)

将上述值代入( 4111)、( 4114) 到( 4116) 式,若必要则计算其极限,注意到( 4113) 式,便得

Q11 =
1
9

Q 22 = -
1
2

r
2
a
2
L , A 11 =

1
81

A 22 =
1
2
a40a

4
L , B 11 =

1
9
B 22 =

1
2

a20
2
L

( 4122a)
Qij = A ij = B ij = 0   ( i X j ) ( 4122b)
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及

W ij = 0   ( i = 1, 2; j = 1, 2) ( 4122c)

将( 4122b、c)两式代入( 4112) 式,注意到( 4122a) 式左边的三个等式, ( 4119)式简化为

A = 9Q
2
1

B = 18Q 11(5A 11+ B11)

C = 9( A 11+ B 11) (9A 11+ B 11)

( 4123)

临界荷载 PX仍用(4118) 式计算# 事实上, 等截面杆仅仅是本文所讨论情况的特例# 

k 51 算例及误差分析

11 算例
考虑混凝土立柱,其欧拉屈曲边界条件如图 1( a)所示, 扭转屈曲边界条件如图 2 所示;其

两端的截面示于图 1( c)# 取 h1= h 2= 214m, b 1= 113m, b 2= 215m, t = 011m, L = 6011m ,

E = 310 @ 10
7
kPa, L= 1/ 6, 单位体积重 C= 26kN/ m

3
, 支承弹簧的刚度 k = 1kN/ cm# 用本

文(318) 式算得的欧拉屈曲荷载为 Py = 118021 @ 10
4
kN , Px = 2119318 @ 10

4
kN# 而用本文

(4118) 式算得的扭转屈曲荷载为 PX= 7136959 @ 10
7
kN# 三个屈曲荷载中最小的一个才是真

实的屈曲荷载# 因此, 临界荷载为 Pcr = Py = 118021 @ 10
4
kN # 

有准确解的等直杆可看作本文所讨论问题的特例# 由于几乎没见到这类问题精确解的表

达式,下面主要同等截面情况进行比较,判断本文解的误差# 

21 欧拉屈曲荷载解的比较
等截面杆两端截面尺寸相同# 用去掉下标 i ( i = 1, 2) 的同一符号来表示杆件相应的截

面尺寸和几何特性以及有关物理量# 但现在应取 EJx 和EJy 中较小的一个为抗弯刚度EJ , 以

便求得较小的欧拉屈曲荷载# 对于有准确解的等直杆, 计算结果比较列入表 1 中# 从该表

看, 本文的结果是相当精确的# 

对于图 2 所示一端固定的立柱,文[ 5]给出了杆件抗弯刚度 EJ ( z ) 随纵标 z 线性变化时

的准确解# 在算例中, h1 = h2, EJy( z ) 是 z 的线性函数# 若令容重 C= 0及上端支承弹簧

刚度 k = 0, 计算条件便与文[ 5] 的相同# 本文的计算结果是 Px = 1175513 @ 104kN , 而准确

解为 Px = 1168557 @ 104kN# 误差仅 411%, 满足土木工程对精度的要求# 

31 扭转屈曲荷载解的比较
在算例中, 立柱自重= 113438 @ 103kN,小于扭转屈曲荷载 PX 的 01018% , 因此其影响可

忽略不计# 若不计自重, 双对称闭口等截面薄壁立柱在轴心受压条件下的扭转屈曲荷载可写

为[ 1]

PX =
EJXK

2
+ GJd M

r
2
t

( 511a)

式中

M= 1 - J d/ Jp ,  t = 1 +
EJ X
GJp

K2 ( 511b, c)

对于一端自由, 一端固定的立柱

K=
P
2L

( 511d)
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  表 1 等直杆的准确解与本文结果比较表

序号 计算简图 计算条件* 准确解 本文结果 误差

¹
上端自由,

k = 0, C= 0
Pcr =

P2EJ
4L 2 Pcr =

P2EJ

4L 2 010%

º
上端简支,

k = ] , C= 0
Pcr =

20119EJ

L 2
Pcr =

20123EJ

L 2 012%

»

上端自由,

k = 0, C= 26kN/ m3,

b = 113m, h =

214m,

t = 011m

Pcr = 470415kN Pcr = 472313kN 0144%

¼

上端弹性支承,

k = 1kN/ cm, C= 0,

其余同 »

Pcr = 985614kN Pcr = 986716kN 0111%

   * ( 1) 立柱下端固定, 上端约束条件在表中给出; ( 2) 除» 外,其余均忽略自重

( 511)式的几何常数和物理常数与第 1 节的约定相同# 

利用( 511) 式,可算得当立柱截面高 h = 214m, 宽 b = 113m, 而其余常数与算例相同时,

PX
1
= 519327 @ 106kN ; 当 h = 214m, b = 215m时, P X

2
= 914579 @ 106kN# 前者立柱截面与

算例立柱的上端截面相同, 而后者的与算例立柱的下端截面相同# 算例的 P X落入P X
1
和 PX

2

之间, 且略小于 015( PX
1
+ P X

2
) [ = 716953 @ 10

6
kN ] , 说明本文算得的结果是合理的# 

更进一步讲, 若取 h = 214m, b = 113m , 用( 4122) 、(4123) 及(4118) 式算得的临界荷载

为 PX = 519357 @ 106kN# 与 PX
1
相比, 其误差仅为0105%# 说明本文给出的公式是相当精

确的# 

笔者还改变结构的几何尺寸和壁厚,作了大量计算,所得结果也是相当精确的# 这表明本

文所给公式和编制的程序都是正确的# 因此,本文的计算结果可作为论证变截面箱形薄壁立

柱稳定性的依据之一# 

k 61 结   语

变截面箱形薄壁立柱弯扭屈曲的三个控制方程是变系数的二阶或四阶常微分方程, 很难

用解析的方法求解# 本文用多项式来逼近截面的几何特性和有关物理量, 以及扭转屈曲控制

微分方程的各个系数,使控制方程变为可用近似方法求解的微分方程# 然后用能量原理和伽

辽金法分别导出了这种立柱的弯曲和扭弯屈曲荷载的近似解析解, 并编制了相应的程序上机
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计算# 用具体数值算例验证了本文所给解答的正确性# 其特点是:程序短且易于编制,运算时

间极少而结果十分精确, 但公式推导较繁。本文的计算结果为论证变截面箱形薄壁立柱的稳

定性提供了依据# 本文具有实用价值# 

致谢  作者真诚地感谢四川省交通厅公路规划勘察设计院总工程师谢帮珠高级工程师对
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The Approximate Analytical Solution for the Buckling Loads

of a Thin_Walled Box Column with Variable Cross_section

Xie Yongjiu  Ning Qinghai

( Sout hwest Jia oton g Univ er sit y , Chendu 610031, P . R . China )

Chen Minglun

( Chon gqing J iaot ong In st itut e , Chon gqin g 400016, P . R . China )

Abstract

For a thin_walled box column with variable cross_section, the three governing equations for tor-

sional_flexural buckling are ordinary differential equations of the second or fourth order with variable

coefficients, so it is very difficult tosolve them by means of an analytic method. In this paper, Poly-

nomials are used to approximate the geometric properties of cross_section and certain coefficients of

the differential equations. Based on the energy principle and the Galerkincs method, the approximate

formulas for calculating the flexural and torsional buckling loads of this kind of columns are developed

respectively, and numerical examples are used to verify the correctness of the solutions obtained.

The results calculated in this paper provide the basis for demonstrating the stability of thin_walled

box columns with variable cross_section. This paper is of practical value.

Key words  thin_walled box column with variable cross_section, torsional_flexural buckling, ap-

proximate solutions for buckling loads
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