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摘   要

本文基于所提出的基体均匀场方法研究了空心球增强复合材料的热弹性性质# 导出了均匀

边界条件激发的局部热场和力学场量的关系,并进而得到了复合材料等效热弹性性质之间的精确

关系# 对于具有某种特定内外径比的空心球所构成的宏观各向同性复合材料,如果基体和空心球

的热膨胀系数相同,可以证明其等效体积模量和线膨胀系可以精确地确定# 
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k 11 引   言

作为一类广泛使用的低密度材料, 由空心球分布于基体材料所构成的复合材料引起了人

们越来越多的兴趣# 关于这种复合材料等效弹性模量预测方面的工作可见于 Lee 和 West-

mann [ 1] , Qiu 和Weng[ 2] ,Huang 和 Gibson [ 3] 以及 Chercauoi 等[ 4] 的文章# Huang 和 Gibson [ 3]

还对此类复合材料的力学行为进行过实验研究# 本文是这些工作的沿续, 并侧重于研究空心

球复合材料热弹性性质之间的精确关系# 

关于非均匀材料等效性质之间精确关系的研究起始于 Hill[ 5]的开创性工作# 其熟知的结

果是: 对于宏观上呈现横观各向同性的两相纤维复合材料, 在其五个等效弹性模量的三个之

间存在着两组精确关系# 在热弹性问题方面, Levin
[ 6]

利用虚功原理导出了由两任意形状各

向性相构成的两相复合材料等效刚度和热应力张量之间的精确对应关系# 受这些经典工作的

启发, 一些后来的研究者在许多更为复杂的非均匀系统中, 包括多晶聚集体和压电复合材料

等, 也得到了一系列精确结果[ 7~ 14]# 这里我们要特别提及Dvorak[ 8, 9]关于均匀场方面的漂亮

工作# 他的文章以某种均匀热学和力学边界条件引起的在整个复合材料体积内为均匀的应变

或应力场为基础, 给出了一些十分有力的结果# 许多已有的结果, 包括 Hill[ 5]和 Levin[ 6]的工

作, 都可以通过Dvorak 的一般性处理得到# 然而, 均匀场概念并不能直接用于含曲线各向异

性相或多连通相的复合材料, 如本文所考虑的情况, 这是因为此时均匀场并不存在# 

399

 应用数学和力学, 第 19 卷 第 5 期( 1998年 5月)

  Applied M athemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版  

¹

º 暨南大学,广州 510632

中国科学技术大学, 合肥 230026



本文提出了一种新的方法用于研究空心球复合材料热弹性性质之间的联系# 其基本思想

是在某种均匀温度和力学边界条件下建立复合材料基体中的均匀场# 事实上, 这是 Dvo-

rak[ 8, 9]均匀场概念的一个推广# 按照这一方法,导出了均匀外载和温度变化引起的局部热弹

性场的一些精确关系,进而得到了复合材料等效热弹性性质之间的精确关系# 对于具有某种

特定内外径比的空心球所构成的宏观各向同性复合材料, 如果基体和空心球的线膨胀系数相

等,可以证明其等效体积模量和线膨胀系数可以精确地确定# 尽管本文假定各相材料性质与

温度变化无关, 但若材料性质是温度的函数本文结果作为瞬态性质的关系仍然成立# 

k 21 本 构 律

考虑一由各向同性基体, 第一相,和大量各向同性空心球,第二相,完善粘结所构成的复合

材料# 空心球可以具有不同的尺寸,但其外半径与内半径之比保持不变# 各相的热弹性本构

律给定为:

R s( x) = LsEs ( x) + l sT ( x) ( 211)
其中, s = 1, 2 表示相序号, x 表示一固定的笛卡尔坐标系( x 1, x 2, x 3) , T 是温度变化, 而

Rs( x) ,Es( x) , Ls 和 l s 分别表示应力,应变,刚度和热应力张量,它们满足通常的对称关系# 在

以下叙述中,这些张量可表示为分量形式,即 R( s)ij ( x ) , E( s)ij ( x) , L
( s)
ijk l 和 l

( s)
ij ,或按以下约定表示

为矩阵形式:按下列规则以 p 和 q 代替 ij 或 kl :

ij 或 kl : 11 22 33 23或 32 31 或 13 12 或 21

p 或 q: 1 2 3 4 5 6

并记

R
( s)
p ( x) = R

( s)
ij ( x) , E

( s)
p ( x) = E

( s)
ij ( x) , l

( s)
p = l

( s)
ij   ( p = 1 - 6; i , j = 1 - 3)

L
( s)
p q = L

( s)
ij kl   ( p , q = 1 - 6; i , j = 1 - 3) (212)

因此, Rs( x) ,Es( x) , Ls 和 ls 可分别表示为( 6 @ 1) , (6 @ 1) , (6 @ 6) , ( 6 @ 1)矩阵, 并且特别地,

Ls 和 ls 可写成

  Ls =

K s+
4
3
Gs K s-

2
3
Gs Ks-

2
3
Gs 0 0 0

K s-
2
3
Gs K s+

4
3
Gs Ks-

2
3
Gs 0 0 0

K s-
2
3
Gs K s-

2
3
Gs Ks+

4
3
Gs 0 0 0

0 0 0 2Gs 0 0

0 0 0 0 2Gs 0

0 0 0 0 0 2Gs

c
, ls = -

3K sAs

3K sAs

3K sAs

 0

 0

 0



ui ( x) , V , S 和n i ( x) 分别为位移,复合材料的体积和外表面,以及 S 上的单位外法线矢量# 

为了确定 L 和 l ,使复合材料在其外表面 S 上承受如下均匀边界条件 :

ui ( S ) = E0ijx j ,  T ( S ) = T
0

(216)

其中, E
0
ij为常应变分量, T

0
为常温度变化# 在稳态条件下, 容易证明

E= E0,  T ( x) = T
0

(217)
因此,如求得 R并以E0 和 T

0表示,则复合材料等效性质( L和 l)可以精确地求得# 然而这是

不可能的# 但在下面的章节中我们可导出 L和 l 之间的一些精确关系# 

k 31 基体均匀场的存在性

现令上述复合材料承受如下边界条件:

ui ( S ) = E0 Dijx j ,  T ( S ) = T
0

(311)

其中, Dij 为 Kronecker 记号# 本节的目的是研究在何种条件下基体中的应变场是均匀的# 为

此,我们可以假定基体中的均匀应变场确实存在# 于是,稳态条件下第一相中的应力和应变场

可以表示为

E1( x) = E0j,  R1( x) = 3K 1( E
0
- A1T

0
) j (312)

其中, j为一(6 @ 1)列阵其转置 j
T 为

j = [ 1, 1, 1, 0, 0, 0] (313)
在( 312)的条件下任一空心球中的变形是球对称的# 为了确定一外半径为 b 内关径为 a

的典型空心球中的应变场,引入通常的球坐标系( r , H, U)# 这里 r 是距球中心的径向距离,而

H和 U分别为 x 1 和 x 2 轴以及 x 1_x 2 平面和 x 3 轴之间的夹角# 因此,球中唯一的非零位移分

量为 u
(2)
r = u

(2)
r ( r ) ,这由方程

d
2
u

(2)
r

dr
2 +

2
r

du
( 2)
r

dr
-

2

r
2 u

(2)
r = 0 (314)

和以下界面条件决定:

r = b 时:  u
( 2)
r = bE0, R(2)r = R(1)r (315)

r = a 时:  R(2)r = 0 (316)
利用通常的方法,可得( 314)的通解为

u
(2)
r = c1 r +

c2

r
2 (317)

其中, c1 和 c2 为待定常数# 借助于式(211) , (312), (315), (317)及无穷小应变的定义,我们有

c1 =
3K 1+ 4G 2

3K 2+ 4G 2
E0 +

3( K 2A2 - K 1A1)
3K 2+ 4G 2

T
0 

c2 =
3( K 2 - K 1) b

3

3K 2+ 4G 2
E0 -

3( K 2A2 - K 1A1) b
3

3K 2+ 4G 2
T

0 
(318)

因此,将式( 318)代入( 316)可得一附加等式

[ (3K 2+ 4KG 2) K 1+ 4(1 - K) K 2G 2] E
0

= [ ( 3K 2 + 4KG2) K 1A1+ 4(1 - K) K 2G 2A2] T
0

(319)

其中, K= b
3
/ a

3# 要提到的是对于任意空心球 K保持不变# 
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式( 319)正是所要求的复合材料基体中均匀应变场的存在条件# 该条件仅依赖于两组分

相的材料性质及空心球外半径与内半径的比值# 由于 K> 0, 可见式( 319)中 E
0
的系数当且仅

当 K 1< K 2 和 K= K0 时为零, 这里

K0 =
K 2(3K 1+ 4G 2)

4G 2( K 2- K 1)
( 3110)

因此,如 K 1 \K 2 或 KXK0,式( 319)可写成

E0 = NT 0
( 3111)

其中

N=
(3K 2+ 4KG 2) K 1A1+ 4( 1- K) K 2G 2 A2
(3K 2+ 4KG 2) K 1+ 4( 1- K) K 2G 2

( 3112)

此时基体中的应变场可表示为

E1( x) = NT 0
j ( 3113)

而空心球中应变场在( r , H, U)系中为

E2( r , H, U) = T
0
f( r ) ( 3114)

其中, f( r )为(1 @ 6)矩阵 f
T
( r )的转置, 这里

f
T
( r ) = [ f 1( r ) , f 2( r ) , f 2( r ) , 0, 0, 0] ( 3115)

而

f 1( r ) =
(3K 1+ 4G 1) N+ 3( K 2 A2- K 1A1)

3K 2+ 4G 2
-

6( K 2- K 1) N- 6( K 2A2- K 1A1)
3K 2+ 4G 2

b
r

r

" " (d

3

f 2( r ) =
(3K 1+ 4G 1) N+ 3( K 2 A2- K 1A1)

3K 2+ 4G 2
+

3( K 2- K 1) N- 3( K 2A2- K 1A1)
3K 2+ 4G 2

b
r
(#

3法 ,

( 3116)
若转换至( x 1, x 2, x 3)系中,式( 3114)可写成

E2( x) = T
0
R( H, U) f( r ) ( 3117)

其中, R( H, U)为(6 @ 6)转换矩阵:

R ( H, U) =

i
2
1 j

2
1 k

2
1 2 j 1 k 1 2i 1 k1 2 i 1j 1

i
2
2 j

2
2 k

2
2 2 j 2 k 2 2i 2 k2 2 i 2j 2

i
2
3 j

2
3 k

2
3 2 j 3 k 3 2i 3 k3 2 i 3j 3

i 2 i 3 j 2 j 3 k2 k 3 j 2 k 3+ j 3 k2 i 2 k3 + i 3k 2 i 2j 3+ i 3j 2

i 1 i 3 j 1 j 3 k1 k 3 j 1 k 3+ j 1 k1 i 1 k3 + i 3k 1 i 1j 3+ i 3j 1

i 1 i 2 j 1 j 2 k1 k 1 j 1 k 2+ j 2 k1 i 1 k2 + i 2k 1 i 1j 2+ i 2j 1

C! !5 �( 3118)

而

i 1 = cosHcosU,  i 2 = sinHcosU,  i 3 = sinU

j 1 = - sinH,  j 2 = cosH,  j 3 = 0

k 1 = - cosHsinU,  k2 = - sinHsinU,  k 3 = cosU

( 3119)

然而,如 K 1 < K 2 且 K= K0,则基体均匀场的存在性要求式( 319) 的右端为零# 这仅当

A1 = A2 或 T
0
= 0 时可能# 因为在 T

0
= 0 时无论 A1 = A2 是否成立式(319) 的条件都被满

足,而在 A1 = A2 时 T
0
的值可以任意给定,所以, 对于该两种情况基体中的应变场都可以统一

地表示成式(3113) 的形式, 而空心球中的应变场可表示成

402 何   陵   辉    成   振   强    刘   人   怀



E2( r , H, U) = E0p( r ) + T
0
q( r ) ( 3120)

这里, p( r )和 q( r )为(6 @ 1)矩阵, 其转置为

p
T
( r ) = [ p 1( r ) , p 2( r ) , p 2( r ) , 0, 0, 0]

q
T
( r ) = [ q 1( r ) , q2( r ) , q 2( r ) , 0, 0, 0]1

( 3121)

其中

p 1( r ) =
3K 1 + 4G 2

3K 2 + 4G 2
-

6( K 2- K 1)

3K 2 + 4G 2

b
r

�2
3

p 2( r ) =
3K 1 + 4G 2

3K 2 + 4G 2
+

3( K 2- K 1)

3K 2 + 4G 2

b
r

�)
3

q 1( r ) =
3( K 2- K 1) A1
3K 2+ 4G 2

+
6( K 2- K 1) A1
3K 2+ 4G 2

b
r

# 而
3

q 2( r ) =
3( K 2- K 1) A1
3K 2+ 4G 2

-
3( K 2- K 1) A1
3K 2+ 4G 2

b
r

3

( 3122)

将式( 3120)变换到( x 1, x 2, x 3)系中可得

E2( x) = E0R( H, U) p( r ) + T
0
R( H, U)q( r ) ( 3123)

k 41 影响函数间的关系

在稳态条件及式( 216)中指定的均匀边界条件作用下, 整个复合材料内部的温度场是均匀

的,而应变场一般是不均匀的# 借助于应变和温度影响函数, 即 As( x) 和 as ( x ) , 局部应变场

可形式地表示为

Es ( x) = As ( x)E
0
+ as( x) T

0
(411)

其中, As( x) 和 as( x)分别为四阶和二阶张量, 它们满足 A
( s)
ijk l ( x)= A

( s)
ji kl ( x)= A

( s)
ij lk( x)和

a
( s)
ij ( x) = a

( s)
j i ( x) , 并可以被分别表示为(6 @ 6)和(6 @ 1)矩阵# 我们将证明知道 As( x )则

as( x) 被唯一地决定# 

为此,令

E
0
= E

0
j (412)

如 K 1 \ K 2 或 KX K0,将式(412) 代入(411) 并利用(3111) , (3113) 和( 3117) 得
T

0
[ NA1( x ) j + a1( x) ] = T

0
Nj

T
0
[ NA2( x ) j + a2( x) ] = T

0
R( H, U) f( r+ )

(413)

因为 T
0
可任意给定,由式( 413) 立即可知

NA1( x ) j + a1( x) = Nj

NA2( x ) j + a2( x) = R( H, U) f( r )
(414)

如 K 1 < K 2, K= K0 且 A1 = A2,将式(412) 代入(411) 并利用(3113) 和(3120) 给出

E
0
A1( x) j + T

0
a1( x) ] = E

0
j

E0A2( x) j+ T
0
a2( x) ] = E0R( H, U)p( r ) + T

0
R( H, U)q( r )  

(415)

由 E
0
和 T

0
的相互独立性,我们有

A1( x ) = I,  a1( x) = 0

A2( x ) j = R( H, U) p( r ) ,  a2( x ) = R( H, U)q( ros )
(416)
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其中, I和 0 分别表示( 6 @ 6)单位矩阵和( 6 @ 1)零矩阵# 需要再次指出的是, 如果 A1 X A2,式

(416)中关于 as( x )的诸等式必须移去# 

式( 414)和( 416)反映了一些情况下 As( x) 和 as( x) 间的内在联系# 在这些关系以及条件

( 319) 的指导中并没有假设复合材料是统计均匀的,因此, 式( 414)和( 416) 即使对于宏观上非

均匀的复合材料也是成立的# 

k 51 等效热弹性性质间的关系

当复合材料在宏观层次上为统计均匀时,其等效刚度和热应力张量, 即 L 和 l, 由式( 214)
和(215)确定# 利用前面章节得到的结果,我们可以证明 L和 l 之间由一些简单关系相联系# 

为书写方便, 记 Rs( x) , Es( x ) , As( x )和 as( x )在 s 相中的体积平均分别为 Rs, Es, As 和

as# 利用 Gauss 公式可知等效应力 R可表示为

R = 1 -
K

K- 1
f R1+ f R2 ( 511)

其中, f (< 1- 1/ K)表示第二相的体积分数(不包括内部空洞)# 因此,在边界条件( 216) 下将

式( 211)和( 214)代入( 511) ,并利用( 217)和( 411) 可得:

L- 1-
K

K- 1
f L1A1- f L2A2 E

0
+ l- 1 -

K
K- 1

f

3

(L1a1 + l1) �

+ f (L2a2 + l2) 2T
0
= 0 (512)

考虑到E
0
和 T

0
的相互独立性, 由式( 512)可知

L = 1 - K
K- 1

f �L1A1 + f L2A2,

l = 1-
K

K- 1
f) ( L1a1+ l1) + f (L2a2+ l24 )1

(513)

如 K 1 \ K 2 或 KX K
0
, 由式(414) 和( 513) 消去 As ( x)和 as( x )便得 L和 l 间的精确对应

关系:

NLj+ l = NL1j + l1 (514)
当空心球壁非常簿时,或换言之在 Ky1 的极限情形, 复合材料可被视为多孔材料# 此时复合

材料的等效膨胀系数 A可由式( 514)给出:

A= A1 (515)

这一结果在Hashin
[ 15]

早期的文章中被提及# 在空心球壁非常厚的另一极端情形,即 Ky ]

时,如复合材料是宏观各向同性的,则式( 514)变成熟知的 Levin[ 6]关系:

A= A1 +
( A2 - A1)
1
K 2

-
1
K 1

1
K

-
1
K 1

(516)

如 K 1 < K 2, K= K
0
且 A1 = A2,将式( 416) 代入(513) 并进行积分,我们有如下关于 L和

l的简单结果:

Lj = L1j,  l = l1 (517)
特别地,当复合材料统计各向同性时,其等效体积模量和热膨胀系数可由式( 517)精确地确定:

K = K 1,  A= A1 (518)
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事实上,式( 514)和( 517) 也可以通过以下更为直接的考虑导出# 令复合材料承受式( 311)
的边界条件,同时强加式( 319) 的限制# 此时基体中的应变场及应力场是均匀的# 利用 Gauss

定理可知 R2= K/ ( K- 1)R1# 故由(511)可得 R= R1# 这一结果连同式(211) , (214)和(217)给出

E0Lj+ T
0
l = E0L1j+ T

0
l1 (519)

于是,若 K 1 \ K 2 或 KX K0,将式(3111) 代入( 519) 便得关系式(514) ;若 K 1 < K 2, K= K0且

A1 = A2, 由 E
0
和 T

0
的相互独立性可见此时式(519) 等价于(517) # 

由式( 514) 易见,复合材料等效热弹性性质之间的关系式中通常包含了组分相的性质# 然

而,这里可以证明对于某些宏观上呈现较低对称性的复合材料, 存在一些并不包含组分相性质

的类似关系# 作为例子我们考虑宏观上具有正交对称性的复合材料,即

L =

L 11 L 12 L 13 0 0 0

L 12 L 22 L 23 0 0 0

L 13 L 23 L 33 0 0 0

0 0 0 L 44 0 0  

0 0 0 0 L 55 0

0 0 0 0 0 L 66

( 1,  l =

l 1

l 2

l 3

0

0

0

( 5110)

将式( 5110)代入( 514) ,我们有

N( L 11+ L 12 + L 13) + l 1 = N( L 12+ L 22+ L 23) + l 2

= N( L 13+ L 23+ L 33) + l 3 ( 5111)
从式( 5111)消去 N可得:

L 11+ L 13- L 22- L 23

l 1- l 2
=

L 11+ L 12- L 23- L 33

l 1- l 3
( 5112)

按照类似步骤还可以导出宏观上呈现单斜对称性和三斜对称性的复合材料的类似关系# 结果

为:对于具有单斜对称性的复合材料

L 11+ L 13- L 22- L 23

l 1- l 2
=

L 12+ L 22- L 13- L 23

l 2- l 3
=

L 16+ L 26+ L 36

l 6
( 5113)

对于具有三斜对称性的复合材料

L 11+ L 13- L 22- L 23

l 1- l 2
=

L 11+ L 12- L 23- L 33

l 1- l 3
=

L 14+ L 24+ L 34

l 4

=
L 15 + L 25 + L 35

l 5
=

L 16 + L 26 + L 36

l 6
( 5114)

k 61 结 束 语

本文在某种均匀温度和力学边界条件下建立了空心球增强复合材料的基体均匀场# 在此

基础上得到了复合材料局部热弹性场之间以及等效热弹性性质之间的一些精确关系# 这些结

果为空心球复合材料的近似细观力学模型的比较与验证提供了严格的基础# 
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Some Exact Results Concerning Thermoelastic Properties

of Hollow Sphere Composites

He Linghui  Cheng Zhenqiang

( Univ er sit y of Scien ce an d Techn ology of Chian , Hefei 230026, P . R . Chin a )

Liu Renhuai

( J inan Un iver sity , Guan gzhou 510632, P . R . China )

Abstract

Thermoelastic properties of hollow sphere composites are studied, based on the uniformmatrix_

field concept proposed here. Some connections between local thermal and mechanical fields produced

by certain homogeneous boundary conditions are derived, and furthermore, exact relations are also

obtained between the effective thermoelastic properties of the composites. For a macroscopically

isotropic composite with a certain ratio of the outer radius to the inner radius, it is found that the ef-

fective bulk modulus and the linear coefficient of thermal expansion can be exactly determined, if the

thermal expansion coefficient of the matrix and that of the sphere are the same.

Key words  composites, hollow spheres, thermoelstic properties
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