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摘   要

本文综合利用 Lyusternik_Vishik[ 1]的渐近方法和不动点定理研究了具有非线性边界条件的非

线性微分方程组的奇摄动,在适当的条件下证得解的存在性并给出 N_阶渐近展开式和有关的余

项估计# 

关键词  非线性系统  非线性边界条件  奇异摄动  渐近展开

中图分类号  O175

k 11 引   言

所有物理系统在某种程度上均具有非线性,所谓线性系统仅是实际的非线性在忽略了非

线性因素后的理想模型# 在解决自动控制、非线性振动理论、流体力学的边界滞后问题、半导

体理论和量子力学等一系列问题中,常归结为研究高阶导数项带小参数的非线性微分方程组

和非线性边界条件的奇摄动问题:

xc= f ( t , x , y , E) , x ( 0, E) = A ( E) (111)
Eyd = g( t , x , y , yc, E)
h 1( y ( 0, E) , yc( 0, E) , E) = B ( E)

h 2( y ( 1, E) , yc( 1, E) , E) = C ( E) g

(112)

其中 E> 0是小参数, t I R , x , f I R
m
, y , g I R

n
, 这里的 R

m
, R

n
表示具有适当模的m, n

维实向量空间# 

这种类型的奇摄动问题, 国内外学者已做过一些研究, 例如,文[ 2]研究了半线性微分方程

组的 Dirichlet边值问题; 文[ 3, 4]研究了拟线性微分方程组 Dirichlet 边值问题; 文[ 5]研究了非

线性微分方程组 Robin边值问题# 本文研究更具一般化的奇摄动问题# 文中恒假设下列条件

成立:

( Ñ) 退化问题

xc= f ( t , x , y , 0) , x (0, 0) = A (0)

0 = g ( t , x , y , yc, 0) , h1( y (0, 0) , yc( 0, 0) , 0) = B( 0)
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有解 ( X 0, Y 0) = (X 0( t ) , Y 0( t ) ) I C
(N+ 1)

[ 0, 1] @ C
(N + 2)

[ 0, 1] 使得 gyc( t , X 0, Y 0, Y
c
0, 0)

> 0,同时,满足 0 < H [ + Y 0(1) - y (1, 0) +的所有 H+ Y
c
0(1) ,内积

[ 6]

HTQ
H

0
gyc(1, X 0(1) , Y 0(1) + s, Y

c
0(1) + sc, 0) ds > 0 (113)

这里的 T 表示转置和 +z += ( z
T
z )

1/ 2
;

( Ò ) f , g , h1, h2, A , B, C 在区 域 8 = 0 [ t [ 1, + x - X 0( t ) + [ d 1( , +y -

Y 0( t ) + [ d 2, +yc- Y
c
0( t ) + [ d 3, 0 [ E [ E0 上对它的所有变量具有N + 2阶连续偏导

数,且可按 E的幂渐近展开,例如,

A ( E) ~ E
]

i= 0

EiA i , A i =
1
i !
d
i
A ( E)
dE

i
E= 0

;

( Ó) h2( Y 0(1) , Y
c
0(1) - v

c
0(0) , 0) = C 0, v 0(+ ] ) = 0有解;

( Ô) gych1y - gy h1yc X 0# 

k 21 形 式 渐近 解

设( 111)、( 112)有如下的形式渐近解:

x = X ( t , E) + Eu( S, E) , S = (1 - t) / E (211)
y = Y( t , E) + Ev ( S, E) (212)

其中 X ( t , E) , Y ( t , E) 为外解, u ( S, E) , v ( S, E) 为内解,且有

( X ( t , E) , Y ( t , E) ) ~ E
]

i= 0
EiX i ( t ) , E

]

i= 0
Ei Yi ( tp )

( u( S, E) , v ( S, E) ) ~ E
]

i= 0

Eiu i ( S) , E
]

i = 0

Eiv i ( SCo )

把( 211)、( 212)代入( 111)、( 112) , 可得
Xc = f ( t , X , Y , E) , X (0, E) = A ( E)

EYd = g( t , X , Y , Yc, E) , h1( Y(0, E) , Yc(0, E) , E) = B ( E) p
(213)

- Ûu = f (1- ES, X + Eu, Y + Ev , E) - f (1 - ES, X , Y , E)

&v = g( 1- ES, X + Eu, Y + Ev , Yc- Ûv , E) - g(1 - ES, X , Y , Yc, E)

u(+ ] ) = 0, h2( Y(1, E) + Ev (0, E) , Yc(1, E) - Ûv (0) , E) = C( E)

(214)

其中     Ûu = du / dS, Ûv = dv / dS

把( 213)、( 214)按 E的幂展开并比较E同次幂的系数得:

X
c
0 = f ( t , X 0, Y 0, 0) , X 0(0) = A 0

0 = g ( t , X 0, Y 0, Y
c
0, 0) , h1( Y 0(0) , Y

c
0(0) , 0) = B0 r a

(215)

X
c
i = f x(#) X i + f y (#) Yi + F i- 1, X i ( 0) = A i

Y
d
i- 1 = gx (##) X i + gy (##) Y i + gyc(##) Yc

i + G i- 1

h 1y ( Y 0( 0) , Y
c
0(0) , 0) Y i (0) + h1yc( Y 0( 0) , Y

c
0(0) , 0) Y

c
i + H i- 1 = B i

(216) i

- Ûu0 = f (1, X 0, Y 0, 0) - f (1, X 0, Y 0, 0) = 0, u0(+ ] ) = 0

&v = g( 1, X 0, Y 0, Y
c
0 - Ûv 0, 0) - g( 1, X 0, Y 0, Y

c
0, 0)

= - gyc( 1, X 0, Y 0, Y
c
0 - HÛv 0, 0) Ûv 0

h 2( Y 0(1) , Y
c
0(1) - Ûv 0( 0) , 0) = C 0, v 0(+ ] ) = 0Q

(217)
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- Ûu i = f x ( ~ ) u i- 1+ f y( ~ ) v i- 1 + f i- 1, u i (+ ] ) = 0

&v i = - gyc( U) Ûv i + �g i- 1

Ûv i (0) = h
- 1
2yc( 0) [ C i + �h2i ( v 0(0) , ,, v i- 1(0) , Ûv 0(0) , ,, Ûv i- 1(0) ,

Y 0( 0) , ,, Y i (0) , Y
c
0(0) , ,, Y

c
i ( 0) ) ]

v i (+ ] ) = 0 ;

(218) i

其中 (#) = ( t , X 0, Y 0, 0) , (##) = ( t , X 0, Y 0, Y
c
0, 0) ; F i- 1 和 G i- 1 以及 H i- 1 分别是 X 0, ,,

X i- 1; Y 0, ,, Yi- 1 和 X 0, ,, X i- 1; Y 0, ,, Y i- 1; Y
c
0, ,, Y

c
i- 1 以及 Y 0, ,, Yi- 1; Y

c
0, ,, Y

c
i- 1

的已知函数; f i- 1, �g i- 1是 u0, ,, u i- 1; v 0, ,, v i- 1的已知函数; ( ~ ) = (1, X 0, Y 0, 0) ; ( U ) =

(1, X 0, Y 0, Y
c
0- HÛv 0, 0) # 

引理 1  设 f x ( t ) , f y( t ) , gx ( t ) , gy ( t ) , gyc( t ) 在[ 0, 1] 上连续,常数矩阵 h1y( 0) , h1yc(0)

满足关系式 gyc (0) h1y (0) - gy(0) h1yc( 0) X 0 ,则定解问题

xc- f x ( t ) x - f y( t ) y = 0, x (0) = 0

gyc( t ) yc+ gy ( t ) y + gx ( t ) x = 0, h1y(0) y ( 0) + h1yc(0) yc(0) = 0

只有零解# 

证明  设 x ( t ) , y ( t ) 是定解问题的解,则有

xc(0) - f x (0) x (0) - f y (0) y (0) = 0, x (0) = 0

gyc( 0) yc(0) + gy (0) y (0) + gx (0) x (0) = 0

h 1y (0) y (0) + h1yc (0) yc( 0) = 0

由引理的条件可得上式的 x (0) , xc(0) , y (0) , yc(0) 的系数行列式不为零,因此有 x ( 0) = 0,

xc(0) = 0, y (0) = 0, yc(0) = 0,从而, x ( t ) , y ( t ) 是初值问题

xc- f x ( t ) x - f y( t ) y = 0, x (0) = 0

gyc( t ) yc+ gy ( t ) y + gx ( t ) x = 0, y ( 0) = 0

的解# 于是 x ( t ) S 0, y ( t ) S 0 # 

引理 2  如果 f x ( t ) , f y ( t ) , gx ( t ) , gy ( t ) , gyc( t ) , �f ( t ) 和 �g ( t ) 在[ 0, 1] 上连续, 且常数

矩阵 h1y(0) , h1yc(0) 满足 gyc( 0) h1y (0) - gy (0) h 1yc(0) X 0,则对任意常数向量 �A 0, �B 0, 初值

问题:

xc- f x ( t ) x - f y( t ) y = �f ( t ) , x (0) = �A 0

gyc( t ) yc+ gy ( t ) y + gx ( t ) x = �g ( t )

h 1y (0) y (0) + h1yc (0) yc( 0) = �B 0

于[ 0, 1]上有唯一解# 

证明  由引理条件易证得原初值问题等价于下列新的初值问题
xc- f x ( t ) x - f y( t ) y = �f ( t ) , x (0) = �A 0

gyc( t ) yc+ gy ( t ) y + gx ( t ) x = �g ( t )

y (0) = [ gyc(0) h1y (0) - gy(0) h1yc( 0) ]
- 1
[ gyc(0) �B 0

+ �A 0gx (0) h1yc (0) - �g( 0) h1yc(0) ]

而新初值问题于[ 0, 1]上有唯一解,从而引理 2结论成立# 

定理 1  如果假设条件( Ñ ) ~ ( Ô)成立,那么由 (216) i可依次唯一地确定0 [ t [ 1上的

向量函数 X i ( t ) , Y i ( t ) ( i = 1, 2, ,, N )# 
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证明  由假设条件( Ñ)知, ( 215)有解 X 0( t ) , Y 0( t ) , 同时, 我们还可证明 X 0( t ) , Y 0( t )

是(215) 于 0 [ t [ 1的唯一解# 事实上,若 �X 0( t ) , �Y 0( t ) 也是(215) 于 0 [ t [ 1的解,那

么, X ( t ) = X 0( t ) - �X 0( t ) , Y ( t ) = Y 0( t ) - �Y 0( t ) 就是下列初值问题的解:

Xc- f x (#) X - f y(#) Y = 0, X (0) = 0 (219)
gyc(##) Yc+ gy(##) Y + gx (##) X = 0

h 1yc( ,) Yc(0) + h1y( ,) Y (0) = 0

其中

(#) = ( t , �X 0+ H1( X 0- �X 0) , �Y 0+ H1( Y 0 - �Y 0) , 0)

(##) = ( t , �X 0 + H2( X 0- �X 0) , �Y 0 + H2( Y 0- �Y 0) , �Y
c
0 + H2( Y

c
0 - �Yc

0) , 0)

( ,) = ( �Y 0(0) + H3( Y 0(0) - �Y 0( 0) ) , Y
c
0(0) + H3( Y

c
0( 0) - �Y

c
0(0) ) , 0)

由引理 2知, ( 219)等价于初值问题:

Xc- f x (#) X - f y(#) Y = 0, X (0) = 0

gyc(##) Yc+ gy(##) Y + gx (##) X = 0, Y (0) = 0 �
( 2110)

故 X ( t) S 0, Y ( t ) S 0,即 X 0( t ) S �X 0( t ) , Y 0( t ) S �Y 0( t ) , 0 [ t [ 1 # 

现在我们假设已由 (216) i唯一地确定出函数X i ( t ) , Yi ( t ) ( 0 [ t [ 1, i = 0, 1, ,, k , k

< N ) # 把它们代入(216) k+ 1# 这时 Fk , Gk 都是关于 0 [ t [ 1确定的连续向量函数,而 H k

是确定的常向量# 同样由假设条件( Ô) 和引理2知,存在常数 B
*
k+ 1使得定解问题(216) k+ 1等

价于初值问题 :

X
c
k+ 1- f x (#) X k+ 1 - f y(#) Y k+ 1 = Fk , X k+ 1(0) = A k+ 1

gyc(##) Yc
k+ 1 + gy(##) Yk+ 1 + gx(##) X k+ 1

= G k - Y
d
k , Yk+ 1( 0) = B

*
k+ 1

( 2111)

初值问题( 2111)于 0 [ t [ 1有唯一解是显然的,故 X i ( t ) , Y i ( t ) (0 [ t [ 1, i = 0, 1, ,, N )

均由(216) i 唯一确定# 定理 1得证# 

继之, 由( 217)知 u 0( S) = 0,由(218) 和 gyc( t , X 0, Y 0, Y
c
0, 0) > 0以及稳定性条件(113)

知 v 0( S) = O ( e
- mS

)# 由 �g i- 1( S) 的结构知 �g i- 1( S) = O( e
- mS

) ,所以由( 218) i知 + v i ( S) +

[ Cie
- mS# 同时,由( 218) i 有

ui ( S) = - Q
S

- ]
( f x ( ~ ) ui- 1( s ) + f y( ~ ) v i- 1( s ) + f i- 1) ds

由 u i- 1( S) , v i- 1( S) 和 f i- 1 的构成知

+ u i ( S) + [ �C ie
- mS

,   其中 �C i 是某正常数

所以 u i ( S) , v i ( S) 是边界层类型的函数# 

令

xN = E
N

i= 0
[ X i + Eu i ] E

i
, yN = E

N

i= 0
[ Y i + Ev i ] E

i
( 2112)

由以上迭代过程可得,在[ 0, 1]上成立:

dxN / dt = f ( t , xN , yN , E) + O ( EN+ 1
)

xN ( 0, E) = A ( E) + O( E
N+ 1

)

Ed 2
yN / dt

2
= g ( t , xN , yN , y

c
N , E) + O( EN+ 1

)
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h 1( yN (0, E) , y
c
N (0, E) , E) = B ( E) + O( EN+ 1

)

h 2( yN (1, E) , y
c
N (1, E) , E) = C( E) + O( EN+ 1

)

k 31 解的存在和余项估计

本节将证明存在函数 RN ( t , E) , QN ( t , E) 使(111)、(112) 的解可以表示成 x ( t , E) = xN

+ RN , y ( t , E) = yN + QN# 其中 xN , yN 由( 2112) 定义, 且在 0 [ t [ 1 上成立 RN =

O( E
N+ 1

) , QN = O( E
N+ 1

) # 

根据文[ 7~ 9]的结果,我们只须证明:

dRN / dt = f ( t , xN + RN , yN + QN , E) - f ( t , xN , yN , E) + EN+ 1 U1( t , E) (311)

Ed
2
QN / dt

2
= g( t , xN + RN , yN + QN , y

c
N + Q

c
N , E) - g ( t , xN , yN , y

c
N , E)

+ E
N+ 1

U2( t , E) (312)
RN (0, E) = EN+ 1�a( E) , QN (0, E) = EN+ 1�b ( E) , QN (1, E) = EN+ 1�c( E) (313)

当 E充分小时存在RN , QN 并且RN = O ( E
N+ 1

) , QN = O ( E
N+ 1

) ,其中 �a( E) , �b ( E) , �c( E) 当 E

y 0时有界; U1( t , E) , U2( t , E) 当 Ey 0时在 0 [ t [ 1中一致有界 # 

以 LE表示对应于(311)、(312) 的线性微分算子 :

L E
RN

QN ,

=
R

c
N

EQd
N F

-
f x (#) f y(#) 0

gx (##) gy(##) gyc(##)
+

RN

QN

Q
c
Nf

则

L E =
RN

QN +
= EN+ 1

U1( t , E)

U2( t , E)�
+ NE

RN

QN� (

其中

NE
RN

QN +
=

f ( t , xN + RN , yN + QN , E) - f ( t , xN , yN , E) - f x (#) RN - f y(#) QN

g( t , xN + RN , yN + QN , y
c
N + Q

c
N , E) - g( t , xN , yN , y

c
N , E)

 - gx (##) RN - gy(##) QN - gyc(##) Qc
N�

以 C
(1)
( C

( 2)
) 代表在 0 [ t [ 1中一次(二次) 连续可微的向量函数 u ( t ) 所组成的空间,

其范数定义为

+u ( t ) +1 = max E
1

i= 0

sup
0 [ t [ 1

| u
( i )
1 ( t ) | , ,, E

1

i= 0

sup
0 [ t [ 1

| u
( i)
n ( t ) |� � (d

根据线性常微分方程的一般理论有:

引理 3  边值问题 L Ew ( t) = p ( t ) , u ( t ) | t= 0 = 0, v ( t ) | t = 0= 0, v ( t ) | t = 1 = 0存在唯

一的解 w ( t) I C
(1)
[ 0, 1] @ C

( 2)
[ 0, 1] 和成立

+ w ( t ) +1 [ E- 1
M +p ( t ) +

其中 w ( t) = ( u, v )
T
, + # +表示连续的向量函数空间 C

( 0) 的范数, M 是与E无关的常数# 

记

    ZN = ( RN , QN )
T
, a( t , E) =

   W( 1- t) �a ( E)

W(1 - t)�b ( E) + W( t )�c( E= )� � (E
其中
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    W( x ) =
1,  2/ 3 [ t [ 1

0,  0 [ t [ 1/) 3
,   且 W( t ) 为无限光滑

令 �ZN = ZN - EN+ 1
a( t , E) ,则

L E�ZN = LEZN - LE( E
N + 1

a( t , E) ) = EN+ 1
F ( t , E) + NE( �ZN + EN+ 1

a( t , E) )

其中 +F ( t , E) +0 [ M 4, + a( t , E) + [ M 4, M 4为与 E无关的正常数# 于是得到关于 �ZN 的

边值问题:

L E�ZN = EN+ 1
F( t , E) + NE( �ZN + EN+ 1

a( t , E) ) (314)

�ZN
1
| t = 0 = 0, �ZN

2
| t = 0 = 0, �ZN

2
| t = 1 = 0 (315)

以 Ĉ
(2) 表示 C

(2)中取零边界值的向量函数所组成的子空间,定义算子方程 w = TEw , 其

中

TEw = L
- 1
E [ EN+ 1

F( t , E) + NE( w + EN+ 1
a( t , E) ) ]

以 S
( N- 1) 表示 Ĉ

( 2) 中的球: S
( N- 1)

= w I Ĉ
(2)

| w | [ EN- 1� � �# 

引理 4  若 w I S
( N- 1)

,则 TEw I S
( N- 1)

, 当 N \ 3时 # 

证明  +TEw +2 [ E- 1
M +EN+ 1

F( t , E) + NE( w + EN+ 1
a( t , E) ) +0 # 

由假设( Ò)和中值定理有:

| f ( t , xN + RN , yN + QN , E) - f ( t , xN , yN , E) - f x( t , xN , yN , E) RN

    - f y ( t , xN , yN , E) QN |

   = | f x( t , xN + HRN , yN + QN , E) RN + f y( t , xN + RN , yN + HQN , E) QN

    - f x ( t , xN , yN , E) RN - f y ( t , xN , yN , E) QN |

   = | f xx ( t , xN + HHRN , yN + QN , E) R
2
N + 2f xy( t , xN + HRN , yN + HQN , E) RNQN

    + f yy ( t , xN + RN , yN + HHQN , E) Q
2
N | [ M 2E

2( N- 1)

| g( t , xN + RN , yN + QN , y
c
N + Q

c
N , E) - g( t , xN , yN , y

c
N , E) - gx ( t , xN , yN , y

c
N , E) RN

    - gy( t , xN , yN , y
c
N , E) QN - gyc( t , xN , yN , y

c
N , E) Q

c
N |

   = | [ gx( t , xN + HRN , yN + QN , y
c
N + Q

c
N , E) - gx ( t , xN , yN , y

c
N , E) ] RN

    + [ gy( t , xN + RN , yN + HQN , y
c
N + Q

c
N , E) - gy( t , xN , yN , y

c
N , E) ] QN

    + [ gyc( t , xN + RN , yN + QN , y
c
N + HQc

N , E) - gyc( t , xN , yN , y
c
N , E) ] Q

c
N |

   [ M 2E
2( N- 1)   (再用一次中值定理)

故 +NE( w + E
N+ 1

a( t , E) ) + [ ( M 2+ M 4) E
2(N- 1)

,因而,

+TEw +2 [ E- 1
M [ EN + 1

F + ( M 2 + M 4) E
2( N- 1)

] [ EN- 1

故  TEw I S
( N- 1)

,   ( N \ 3)

引理 5  若 w 1 I S
( N- 1)

, w 2 I S
( N- 1)

,则当 N \ 3时, + TEw 1 - TEw 2 + [ K +w 1 -

w 2 + ,其中 0 < K < 1 # 

证明  因

| f ( t , xN + ( u1 + EN+ 1
a ) , yN + ( v 1 + EN+ 1

a) , E) - f ( t , xN , yN , E)

    - f x ( t , xN , yN , E) ( u1 + E
N+ 1

a) - f y( t , xN , yN , E) ( v 1 + E
N+ 1

a)

    - f ( t , xN + ( u 2+ E
N + 1

a) , yN + ( v 2+ E
N + 1

a) , E) + f ( t , xN , yN , E)

    + f x ( t , xN , yN , E) ( u2 + EN+ 1
a) + f y( t , xN , yN , E) ( v 2 + EN+ 1

a) |

   = | [ f x ( ~ ) - f x (#) ] ( u1- u2) + [ f y ( ~ ) - f y (#) ] ( v 1 - v 2) |
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   [ MEN- 1 + w 1- w 2+

| g( t , xN + ( u1+ EN+ 1
a) , yN + ( v 1+ EN+ 1

a) , y
c
N + v

c
1+ EN+ 1

ac, E)

    - g ( t , xN + ( u2 + EN+ 1
a) , yN + ( v 2 + EN+ 1

a) , y
c
N + v

c
2+ EN+ 1

ac, E)

    - gx (##) ( u 1- u2) - gy(##) ( v 1- v 2) - gyc(##) ( vc
1- v

c
2) |

   = | [ gx( U) - gx (##) ] ( u 1- u2) + [ gy ( U) - gy(##) ] ( v 1- v 2)

    + [ gyc( U) - gyc(##) ] ( vc
1- v

c
2) |

   [ ME( N- 1) + w 1- w 2 +1

其中

 ( ~ ) = ( t , xN + u 2+ E
N+ 1

a + H( u 1- u2) , yN + v 2+ E
N+ 1

a + H( v 1- v 2) , E)

 ( U) = ( t , xN + u 2+ E
N+ 1

a + H( u 1- u2) , yN + v 2+ E
N+ 1

a

+ H( v 1 - v 2) , y
c
N + v

c
2+ E

N+ 1
ac( t , E) + H( v 1- v 2) , E)

故当 0 < E [ E0 时, +TEw 1 - TEw 2 + [ K + w 1- w 2 +, 0 < K < 1# 证毕 # 

从引理 4和引理 5知,算子 L E是球S
( N- 1) 的压缩映像, 根据不动点定理知, TE在S

( N- 1)

内存在一个不动点,即(314)、( 315) 在球 S
(N - 1) 中存在唯一解 �ZN ,并且 + �ZN +1 [ EN - 1

, N \

3,从而, +ZN +0 \ M 0E
N- 1

, N \ 3 # 

事实上, N \ 3是不必要的,因为(314)、(315) 的解在球 S
( N+ 1)
0 = w I Ĉ

(2)
, +w + [

EN+ 1 是唯一的,否则,设一解 �ZN I S
( N+ 1)
0 , 则由引理 3有

    + �ZN - �ZN +0 [ + �ZN - �ZN +1 [ E- 1
MEN+ 1 + �ZN - �ZN +0

矛盾# 所以边值问题 ( 311) ~ ( 313 ) 的解存在、唯一且 +RN + [ M 3E
N+ 1

, +QN + [

M 3E
N + 1# 最后,我们有下列定理# 

定理 2  如果假设条件( Ñ) ~ ( Ô)成立,则问题( 111)、( 112)的解存在, 其 N 阶渐近展开

式可表为:

x = E
N

i= 0
( X i + Eu i ) E

i
+ RN

y = E
N

i= 0
( Yi + Ev i ) E

i
+ QN

其中 X i , Y i 为外解; u i , v i 为边界层函数,余项 RN = O( EN+ 1
) , QN = O( EN + 1

) # 
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Singular Perturbation of General Boundary Value Problem

for Nonlinear Differential Equation System

Zhou Yali

( Qu an zhou Lim in g Occupa tion Univ er sit y , Quan zhou , Fu jian 362000, P . R . Chin a )

You Zhefeng  Lin Zongchi

( Ma them a tics Depa r tm ent , Fu jian Norm a l Univ er sity , Fu zhou 350007, P . R . Chin a )

Abstract

In this paper, the singular perturbation of nonlinear differential equation system with nonlinear

boundary conditions is discussed. Under suitable assumptions, with the asymptotic method of

Lyusternik_Vishik[ 1] and fixedpoint theory, the existence of the solution of the perturbation problem

is proved and its uniformly valid asymptotic expansion of higher order is derived.

Key words  nonlinear system, nonlinear boundary condition, singular perturbation, asymptotic ex-

pansion
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