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摘   要

本文对于在外加磁场中的矩形软铁磁弹性板的磁弹性弯曲现象进行了定量模拟; 建立了能反

映磁弹性相互耦合作用的数值计算程序; 揭示了铁磁板弯曲变形与磁 ( 场) 力的非线性特征关系,

并据此讨论了磁弹性失稳临界磁场随倾斜角变化的规律# 

关键词  矩形薄板  磁弹性  弯曲与失稳  非线性  数值模拟

中图分类号  O44, O344

k 11 引   言

目前, 有关铁磁介质结构磁弹性相互作用有两类实验结果: 一类是铁磁材料的悬臂梁式板在

均匀横向磁场中的磁弹性屈曲[ 1] ( 即: 负磁刚度现象) ; 另一类是具有低磁化系数的铁磁材料悬臂

梁式板在均匀面内纵向磁场中的固有频率上升[ 2] ( 即: 正磁刚度现象)# 为了对这两类实验进行

理论分析和理论模拟, 已提出的定理分析的典型理论模型大致有: 基于物理微观模型而直观建立

的体力偶模型[ 1] 、体力模型[ 3] ; 基于 Maxwell 应力张量的公理化模型[ 4~ 6] 和基于变分原理的模

型[ 7] 等# 数值结果表明: 在这些理论模型中, 没有一个模型能同时适用于对上述两种实验的描述

# 而且, 除文[ 7] 的模型能给出对第二类实验[ 2] 的较合理的理论模拟外, 其它理论模型均只能对

板的磁弹性失稳( 即: 第一类实验) 进行定量模拟# 然而, 实际工程结构往往处在复杂分布的磁场

环境, 如: 斜磁场中# 最近, 作者等人
[ 8]
运用变分原理, 导出能同时描述两类不同性质实验的理论

模型, 这为理论定理模拟复杂磁场环境中的磁弹性力学行为奠定了基础# 

本文将基于这一理论模型[ 8] , 对处在斜磁场中的矩形铁磁弹性板的磁弹性弯曲, 运用有

限元法建立反映磁 ) 力耦合作用的数值计算程序, 定量模拟弯曲变形与外加磁场的非线性特

征关系, 并讨论斜磁场的倾斜角对磁弹性板强度问题和稳定问题的影响# 

k 21 磁弹性耦合作用的控制方程

对于处在外加静磁场 B0 中的长为 a、宽为b、厚度为h 的矩形铁磁板, 当不考虑静电场、静
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电荷及其电流的影响时, 由静磁学知: 存在一磁标势<, 且

H = - ¨< (211)

由 Maxw ell 方程, 可得到有关磁场的控制方程( 见文[ 8] ) :

¨2<+ = 0   ( 在 8+ 内) (212)

¨2<- = 0   ( 在 8- 内) (213)

<
+
= <

-
,  Lr

5 <+

5 n
=

5 <-

5 n
  ( 在 S 上) (214)

- ¨<- =
B0

L0
  (在 S 0) 上 (215)

这里 8+ 表示铁磁板变形后所占的区域, 8- 为真空区域, S 为包围8+ 的表面且外法向为 n; L0

和 Lr 分别为真空的磁极化系数与铁磁介质的相对磁极化系数; S 0 为包围但远离铁磁板的某

一封闭曲面# 

对于矩形铁磁板, 取直角坐标系 Oxy 面位于板变形前的中面且x 、y 轴分别沿板的两边# 

于是, 板在磁力作用下的变形方程为:

D ¨2 ¨2
w ( x , y ) = q

(em )
z ( x , y )   (0 < x < a, 0 < y < b) (216)

其中  q
( em )
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L0 Lr V
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+
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2
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+
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-
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+
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2 版
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) � ) �2

- H
+
S x , y , -

h
2基金 基金

2过 采

(217)

这里¨2
为二维拉氏算子# 相应的边界条件与经典板的边界条件一致# 

由于磁场计算与板变形后的构型有关, 因此板磁弹性问题的控制方程( 212) ~ ( 217) 呈非

线性, 反映了磁场与变形的非线性耦合作用# 

k 31 磁弹性弯曲解的存在性

对于位于倾斜磁场中的铁磁板, Moon
[ 9]

( 1970) 通过对其体力耦模型在对磁场摄动解耦处

理后, 未能对板的弯曲变形给予描述# 这里, 我们将依前节给出的理论模型, 证实对于倾斜磁

场情形, 铁磁板的未变形状态, 即零弯曲解( w S 0) 将不可能是其磁弹性力学控制方程的解,

从而得出: 方程( 212) ~ ( 217) 可以描述叙述板在倾斜磁场中的弯曲变形# 

对于板未变形情形, 当 B0= B
(1)
0 = B0zk时,设磁场方程(212) ~ (215) 的解为 H

(1)
;而当 B0

= B
(2)
0 = B0x i + B0y j 时,设磁场方程的解为 H

( 2)# 显然, 磁场此时具有如下对称特征:

H
( 1)
z ( x , y , z ) = H

( 1)
z ( x , y , - z )

H
( 1)
x ( x , y , z ) = - H

( 1)
x ( x , y , - z )

H
( 1)
y ( x , y , z ) = - H

( 1)
y ( x , y , - zL e )

(311)

H
( 2)
z ( x , y , z ) = - H

( 2)
z ( x , y , - z )

H
( 2)
x ( x , y , z ) = H

( 2)
x ( x , y , - z )

H
( 2)
y ( x , y , z ) = H

( 2)
y ( x , y , - z )

(312)

于是, 由迭加原理可以得到在任意外加磁场 B0= B 0x i+ B0y j + B 0zk 作用下,磁场在 z 坐标对

称点处的磁场分量表达式, 再将其代入磁力分式( 217) 中得:

q
em
z ( x , y ) = 2L0LrVH

( 1)
n # H

( 2)
n - 2L0 VH

( 1)
S # H

( 2)
S (313)
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从而在 B
(1)
0 X0 和 B

( 2)
0 X 0 时, H

( 1) X 0 和 H
( 2) X0# 进一步, 在一般情形下, q

( em )
z ¢ 0# 这表

明: 对于此种情形 w S 0 不可能是其磁弹性问题(212)~ (217) 的解, 亦即必存在磁弹性相互作

用的弯曲解# 有关其定量分析将由下节的计算程序给出# 

k 41 磁弹性弯曲解的数值计算

411  考虑铁磁板变形的磁场有限元分析

对于具有弹性变形的铁磁介质的磁场方程( 212) ~ ( 215) , 其磁能泛函可表示为:

F [ <] =
1
2Q8

+
( w )

L0 Lr ( ¨<+ )
2
dv +

1
2Q8

-
( w )

L0( ¨<- )
2
dv

+ RS
0

n # B0<
-

ds (411)

对于一给定变形构型的板, 其真实磁场对应于( 411) 式泛函的极小值# 对三维空间进行有限单

元划分, 且板的中面和表面均位于单元的表面, 取八节点的六面体单元后, 形状函数在局部坐

标系( N, G, F) 中表示为:

N
e
i =

1
8
(1 + NNi ) (1 + GGi ) (1+ FFi )   ( i = 1, 2, ,, 8) (412)

于是, 对于单元体内任一点, 其势函数可用节点( 单元顶点) 的势函数值表示为:

< = E
8

i= 1
N

e
i<

e
i = [ N ] e[ <] e (413)

其中     [ N] e= [ N
e
1, N

e
2, ,, N

e
8] , [ <] e= [ <e1, <

e
2, ,, <e8]

T
(414)

将( 411) 式按单元体逐个积分, 并将( 413) 代入后得到

F [ 5 ] = E
e

1
2 [ <]

T
e [ K ] e[ <] e - E

e
0

[ <]
T
e

0
[ B0] e

0
(415)

这里单元 e 的刚度矩阵[ K ] e 和在边界S 0 上非齐次项[ B0] e
0
分别为

[ K ] e =
Q8

e

L0[ N̈ ]
T
e [ ¨N] edv   ( 8e I 8- )

Q8
e

L0Lr[ N̈ ]
T
e [ ¨N] edv   ( 8e I 8
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(416)
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e

0
ds   ( Se

0
I S 0) (417)

于是由泛函的极值条件和( 415) 式不难得到计算磁场的代数方程

[ K ] [ <] = [ B0] (418)

这里, [ <]为全体节点处磁势函数值组成的列阵, [ K ]为整体刚度矩阵, [ B0]是与外加磁场有

关的非齐次项# 由( 411)知:泛函的积分区域与板的变形有关,从而(418)式中的刚度矩阵[ K ]

将与板的挠度相关, 即:

[ K ] = [ K ( [ w] ) ] (419)

其中, [ w]为由板中面各节点挠度值构成的列阵# 当板的构型一定, 即[ w]一定时, 由( 418)便

可确定相应的磁场分布# 

412  铁磁板弹性变形的有限元解
考虑到弯曲内力在实际应用中的重要性, 为了提高精度, 我们采用以横向挠度和弯矩作为
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基本未知量的混合有限元法来计算薄板的挠曲变形[ 10]# 取磁场计算中的立方体单元在板中

面处的矩形面为相应的板单元, 在得到各单元的广义刚度矩阵方程

Q

H  进e

= [ A ] e

w

M明�
=

[ AQw ] e [ AQM ] e

[ AQw ] e [ AQM ] e
对

w

M(2 e

( 4110)

后, 经组装并考虑板的边界条件, 可得到用于确定挠度和弯矩的矩阵方程

[ A]
w

M L� � � r
= [ P ] ( 4111)

这里, [ A]为混合法的总体刚度矩阵, [ w]为中面节点处的横向挠度列阵, [ M ]为弯矩内力列

阵, [ P]为与横向外载(217)和板边挠角有关的列阵,

[ AQw ] e =
Eh

3

24ab(1 + v )

1 - 1 1 - 1

- 1 1 - 1 1

1 - 1 1 - 1

- 1 1 - 1 1

N� � �G , [ AQM ] e =

A - B - A B

A B - A - B

- A B A - B

- A - B A B

( 4112a, b)

[ AQw ] e =

A A - A - A

- B B B - B

- A - A A A

B - B - B B

e� � �1 , [ AQM ] e =
4ab

Eh
3

- 4 3M - 2 3M

3M - 4 3M - 2

- 2 3M - 4 3M

3M - 2 3M - 4

  �  

( 4112c, d)

其中, A= a/ 2b , B= b/ 2a 而a, b 分别为板的长度和宽度# 

由于横向磁力与磁场强度成非线性关系, 从而磁场方程( 418) 式与板挠曲变形方程( 4111)

是非线性耦合# 为了求解其非线性, 我们采用具有物理意义的迭代过程# 首先假定板的一微

小变形状态( 给定迭代初值[ w] ) ;由( 418)式求出对应的磁场分布;然后由( 217)计算横向磁

力,使(4111)式的右边已知;再由( 4111)求出新的挠度(迭代后的[ �w] ) ;用迭代后的[ �w]取代

迭代前的[ w]# 重复这一过程,直到精度条件

| [ �w] - [ w] | < E

为止# 这样就得到在某一外加磁场 B0 作用下磁弹性弯曲解# 其次,随着 B0 的增大, 挠度迭

代初值的选择将采用步进法# 如果在某一 B0 值下获得了磁弹性弯曲挠度[ w] ,则当 B0 的大

小有一较小增量 $B0 后, 迭代过程的迭代初值将选取前一 B 0 值所对应的[ w] , 这样, 可保证

迭代过程在 B 0 较大时仍收敛# 计算表明, 这种处理方式是有效的# 

k 51 数值算例与结果

这里, 我们对图 1 所示的铁磁弹性矩形板在斜磁场中的磁弹性弯曲进行数值模拟# 取板

的弹性模量 E = 112 @ 105MPa, 泊松比M= 013, 斜磁场 B0 = B 0x i + B 0z jk, 倾角记为 A, 铁

磁板的相对磁导率 Lr = 110 @ 104
, 板的几何尺寸为 011m @ 011m @ 01001m # 

图 2 给出了板在 y 方向简支、另一对边自由时处于斜磁场中发生磁弹性弯曲变形的挠曲

面# 其挠曲变形关于 x 方向板的对称轴是对称的, 这与原问题关于该轴构成对称问题相一

致; 而挠曲变形关于 y 方向板的对称轴是反对称的# 对于四边简支矩形板, 也有类似的变形

特征# 图 3为其在 x 方向中面对称轴上板的变形曲线# 图 4 和图 5 分别给出了板的最大挠
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图 1 板与磁场示意图

度随外加磁场 B 0 的变化曲线# 结果表明: 在相同大

小的外磁场作用下, 同一铁磁弹性板的变形与其磁

场的倾斜程度有关, 即: 板磁弹性变形随倾角的增大

而增长# 其次, 随着处加磁场大小的增加, 由于磁弹

性耦合作用板将在某一临界磁场值附近出现磁弹性

失稳, 即: 微小磁场值的增加导致发生很大挠度# 图

4和图 5 的结果表明: 斜磁场倾斜角的增加将导致其

磁弹性失稳临界磁场值的下降# 因此, 对位于倾斜

磁场中板的磁弹性相互作用问题, 其强度计算和稳

定性分析都与倾角有关, 并且倾角的增加使结构的

安全性能降低# 这值得引起结构安全设计的注意# 

图 2  两边自由、两对边简支方板变形图       图 3 周边简支方板中截面上挠度

( B*
0 = 141 16134  A= 3b) 与磁场的变化关系( A= 5b)

图 4  一对边自由、一对边简支板       图 5 四边简支方板最大挠

最大挠度与磁场的刚度曲线 度与磁场的刚度曲线
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Magnetoelastic Bending and Stability of Soft

Ferromagnetic Rectangular Plates

Zhou Youhe  Wang Singzhe  Zheng Xiaojing
( Depa r tm en t of Mechanics , Lanzhou Un iver sity , Lanzhou 730000, P . R . China )

Abstract

In this paper, the phenomenon of magnetoelastic bending is theoretically simulated for soft fer-

romagnetic rectangular thin plates in applied magnetic fields. A numerical program of 3d FEM is es-

tablished to capture the nonlinear coupling interaction between magnetic fields and bending deforma-

tion. After the nonlinear characteristic of the bending deflection and the magnetic( field) force is

quantitatively displayed, we discuss the critical magnetic field and the effect of the incident angle of

obliquely applied magnetic field on the critical field to the phenomenon of magnetoelastic instability.

Key words  rectangular ferromagnetic plates, magnetoelasticit y, bending and instability, nonlinear-i

ty, numerical simulation
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