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摘   要

本文以复合材料的 Reddy 高阶理论为基础,引进一个位移函数 5 , 将原来求解的微分方程组

转化为一个高阶微分方程,得到了四边简支情况下的 Navier 型解, 和一对边简支另一对边任意情

况下的 Levy 型解# 文中列举了算例进行比较,其数值结果和文献上已有结果相吻合, 表明本文采

用的解法是可靠的# Reddy 高阶理论未知数不多,但精度比一阶剪切变形理论要好,计算时无需用

剪切修正系数,计算较为简单# 
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k 11 引   言

复合材料由于它具有优越的材料物理性能, 日益受到工程技术人员的关注, 从而复合材

料叠层结构理论也得到不断发展, 由经典理论发展到一阶剪切理论, 由高阶理论发展到弹性

理论# Whitney 和 Leissa[ 1] 找到了经典理论层合板弯曲问题的 Navier 型解# Whitney 和

Pagano[ 2]找到了一阶剪切变形理论的 Navier 解# Pagano[ 3]用三维弹性理论求解层合板问题

求得了解析解# Reddy[ 4]等人使用状态空间法给对称层合板的一阶剪切变形理论求得了 Levy

型解# 而 A . A . Khdeir
[ 5]

等人对 Reddy 高阶理论进行研究,使用状态空间法解常微分方程,求

得了该理论 Levy型解# 关于层合板问题的求解,国内也有学者从事这方面的研究工作; 叶开

沅等人[ 6]求得了四边固定层合板自由振动时的解析解# 闻立洲[ 7] 求得了一阶剪切变形理论

任意边界条件下自由振动的解析解# 

本文以 Reddy 高阶理论为基础,引进一位移函数 5, 将正交对称层合板情况下三个基本

方程转化为一个高阶微分方程,求得了四边简支边条件下的 Navier 型解,及一对边简支另一

对边任意的 Levy解# 为了检验所提方法的正确性, 文中对几个算例进行了数值计算与比较,

所得结果和文献上已有结果吻合,说明了本文解法是可靠的# 本文方法简单、通用、使用也方

便# 

k 21 基本方程的简化

在小变形、无湿热效应,只有横向载荷作用下 Reddy
[ 8]

高阶理论的基本方程为:
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L 11 L 12 L 13 L 14 L 15

L 12 L 22 L 23 L 24 L 25

L 13 L 23 L 33 L 34 L 35

L 14 L 24 L 34 L 44 L 45

L 15 L 25 L 35 L 45 L 55

由于
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q板弯

(211)

其中: L ij 为微分算子, 且有 L ij= L j i# 引入高阶合力

P i = Q
h/ 2

- h / 2
Riz

3
dz  ( i = 1, 2, 6) ;   ( R 1, R2) = Q

h/ 2

- h/ 2
z
2
( R5, R4) dz (212)

和叠层刚度

( A ij , B ij , Dij , E ij , F ij , H ij ) = Q
h/ 2

- h/ 2
Qij (1, z , z

2
, z

3
, z

4
, z

6
) dz   ( i , j = 1, 2, 6) (213)

( A ij , D ij , F ij ) = Q
h/ 2

- h/ 2
Q ij ( 1, z

2
, z

4
) dz   ( i , j = 4, 5) (214)

该理论的边界条件表示如下:

w 或 Qn; 5w / 5 n 或P n; Wn 或M n ; Wns 或M ns;   在边界 r 上

这里 r 是层合板中面 8 的边界,且有

Mn = M 1n
2
x + M 2n

2
y + 2M 6nxny ; M ns = ( M 2- M 1) nxny + M 6( n

2
x - n

2
y )

Pn = P 1n
2
x + P2 n

2
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2
y )
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4
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+
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5 n
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4

3h
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4

h
2 R i   ( i = 1, 2) ;

5
5 n

= nx
5
5 x

+ ny
5
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5
5 s

= nx
5
5 y

- ny
5
5x

ex

(215)

其中
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(216)
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对于对称层合板,下列宏观刚度为零# 

  B ij = E ij = 0  ( 对于 i , j = 1, 2, 4, 5, 6) ; A 45 = D 45 = H 45 = 0

  A 16 = A 26 = D 16 = D 26 = H 16 = H 26 = F 16 = F26 = 0

则原方程可简化为:

  

L 11 L 12 0 0 0

L 12 L 22 0 0 0

0 0 L 33 L 34 L 35

0 0 L 34 L 44 L 45

0 0 L 35 L 45 L 55

j� � �

u0

v 0

Wx

Wy

w 0

=

0

0

0

0

q; �

(211)c

在求解弯曲问题时只用到后三个方程, 展开后可写为:

  

L 33 Wx + L 34 Wy + L 35w 0 = 0

L 34 Wx + L 44 Wy + L 45w 0 = 0

L 35 Wx + L 45 Wy + L 55w 0 = q 4

(217)

其中:

  

L 33 = D 11 -
8

3h
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8
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5y
3

- A 44-
8

h
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8

h
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h
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5
5 x
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3 h
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4
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3
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8

h
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h
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8
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(218)

现引入一位移函数 5 ( x , y ) ,使

  

Wx = ( L 35L 44 - L 45L 34) 5

Wy = - ( L 35L 34 - L 45L 33) 5

w 0 = ( L 34L 34- L 44L 33) 5

(219)
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把上式( 219)代入基本方程( 217)式,方程组前二式自动满足, 只剩下最后一个方程需要求解,

它是一个 8 阶偏微分方程,经过推导得:

C1
58

5 x
8 + C 2

58

5 x
65y

2 + C 3
58

5 x
45y

4 + C4
58

5 x
25y

6 + C5
58

5x
8 + C 6

56

5 x
6

+ C 7
56

5 x
45y

2 + C8
56

5 x
25y

4+ C9
56

5x
6 + C 10

54

5x
4 + C 11

54

5x
25 y

2

+ C 12
54

5y
4 + C 13

52

5x
2 + C 14

52

5y
2 5 = q ( 2110)

其中: C 1, C2, ,, C 14 是系数, 详见附录 1# 

将算子的实际式子( 218) 代入( 219)式, 得

Wx = A x 1
55

5 x
5 + A x 2

55

5 x
35y

2 + A x3
55

5 x5 y
4+ A x 4

53

5 x
3+ A x 5

53

5 x5y
2 + A x6

5
5x

! ! 5

Wy = A y1
55

5y
5 + A y2

55

5 x
25y

3 + A y3
55

5 x
45y

+ A y4
53

5 y
3+ A y5

53

5x
25 y

+ A y6
5
5y

�6 5

w 0 = A w 1
54

5 x
4 + Aw 2

54

5 x
25y

2 + Aw 3
54

5y
4 + A w 4

52

5 x
2 + Aw 5

52

5 y
2 + A w1 6 5

( 2111)

其中:系数 A x1, ,, A x 6, A y1, ,, A y6, A w 1, ,, A w 6 详见附录 1# 由于求解微分方程为8 阶, 它

需要每边提供 4 个边界条件# 下面将边界条件的广义内力也用位移函数 5 来表示# 

k 31 边界条件的位移函数 5 表示

与边界条件有关的各内力分量用 Wx , Wy , w 0 表示的表达式已在(216) 式中列出, 将( 2111)

式代入, 经整理后, 可得只有一个位移函数 5 ( x , y ) 表示的表达式:

M 1 = D 11 -
4

3 h2F11 A x 1-
4

3h2 F11A w1 3� � 5
5 6

5 x 6 + D 11 -
4

3h 2F11#

� � �F

A x 2

+ D 12-
4

3h2 F12� � �
A y 3-

4

3h2 ( F11A w 2+ F12A w 1)
5 6

5 x 45 y 2

+ D 11 -
4

3h2 F11 yA x3 + D 12-
4

3h2 F12 A y2-
4

3h2 ( F 11A w 3 + F 12A w 2)h
5 6

5 x 25 y 4

+ D 12 -
4

3h2 F12

4 4

A y1 -
4

3h2 F12A w 3  
5 6

5 y 6 + D 11-
4

3h2F 11H A x4 -
4

3h 2F11A w 45 y
54

5 x 4

+ D 11 -
4

3h2 F11

� �5 3

A x5 + D 12-
4

3h2 F12

� � (L

A y5-
4

3h2 ( F 11A w 5 + F 12A w 4)
5 4

5 x 25 y 2

+ D 12 -
4

3h2 F12&� �A y4 -
4

3h2 F12A w 5
5 4

5 y 4 + D 11-
4

3h2F 11推 易�A x6 -
4

3h 2F11A w 65 y 5
2

5 x 2

+ D 12 -
4

3h2 F12 �5 A y6 -
4

3h2 F12A w 6

+

5 2

5 y 2
��( x , y )

, , , ( 31 1)

通过这样的转换,把求解一个偏微分方程组的问题化为求解一个 8 阶偏微分方程的问题,

未知数只有 5( x , y ) 一个, 给解析求解带来方便# 
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k 41 层合板的边界条件表示

根据边界条件的一般形式,可写出矩形板的三种基本形式:

11 简支边

  
当 x = x 1 或 x = x 2 时,   M 1 = P 1 = Wy = w = 0

当 y = y 1 或 y = y 2 时,   M 2 = P 2 = Wx = w = 0
(411)

21 自由边

  

当 x = x 1, 或 x = x 2 时,   M 1 = P1 = 0; M 6-
4

3h
2P 6 = 0

Q1-
4
h

2R 1+
4

3h
2
5P 6

5y
+

5P 1

5 x
4 = 0

当 y = y 1, 或 y = y 2 时,   M 2 = P2 = 0; M 6-
4

3h
2P 6 = 0

Q2-
4

h
2R 2+

4

3h
2
5P 6

5 x
+

5P 2

5y
�� � = 0

(412)

31 固定边

  
当 x = x 1 或 x = x 2 时,  5w / 5 x = Wx = Wy = w = 0

当 y = y 1 或 y = y 2 时,  5w /5y = Wx = Wy = w = 0
(413)

k 51 四边简支边界条件下层合板的解析解

511  位移函数的推导
设板长为 a, 宽为 b, 简支边条件为:

  x = 0; a;   M 1 = P 1 = Wy = w = 0;

  y = 0; b;   M 2 = P 2 = Wx = w = 0;

现取位移函数 5 ( x , y ) 为双三角级数, 即

5( x , y ) = E
]

m= 1
E
]

n= 1
A mnsinAmx sinBny (511)

其中:  Am = mP/ A, Bn = nP/ b

由 M 1, M 2, P 1, P 2, w , Wx , Wy 的函数表达式知, 5 ( x , y ) 能满足所有的边界条件# 
将横向荷重 q( x , y ) 也展成双三角级数, 如下式 :

q ( x , y ) = E
]

m= 1
E
]

n = 1

qmnsinAmx sinBny (512)

将式代入所求方程( 2110)式中,可得

C 1AmnA
8
m + C 2AmnA

6
mB

2
n + C 3A mnA

4
mB

4
n + C4A mnA

2
mB

6
n + C 5A mnB

8
n - C 6AmnA

6
m

- C 7AmnA
4
mB

2
n - C 8A mnA

2
mB

4
n - C9A mnB

6
n + C10A mnA

4
m + C 11A mnA

2
mB

2
n

+ C 12A mnB
4
n - C13A mnA

2
m - C 14A mnB

2
n = qmn

从而可得级数系数为: Amn = qmn / F mn # 

其中:

Fmn = C1 A
8
m + C 2A

6
mB

2
n + C3 A

4
mB

4
n + C4A

2
mB

6
n + C 5B

8
n - C 6A

6
m - C7A

4
mB

2
n

- C 8A
2
mB

4
n - C 9B

6
n + C 10A

4
m + C11A

2
mB

2
n + C 12B

4
n - C13A

2
m - C 14B

2
n

512  数值例子和比较
设复合材料特性如下: E1 = 25 @ 106psi(172135GPa) ; E 2 = 1 @ 106psi(61894GPa) ; G 12=
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G 13 = 015 @ 106psi(31447GPa) ; G 23 = 012 @ 106psi(11379GPa) ; M12 = M13 = 0125# 
引入无量纲符号:

�w = w a/ 2, b / 2  � �� E 2 @ 10
2
h
3
/ ( q0a

4
)

现考虑层合板弯曲问题的三个算例:

例1  正方形叠层板 ( 0b/ 90b/ 0b) 铺设, 各层等厚度, 受正弦分布荷载 q ( x , y ) =

q0sin( Px / a) sin( Py / b) 作用, 计算结果及对比见表 1 所示:

表 1 (0b/ 90b/ 0b)正方形层合板受正弦荷载作用,板中心点 �w 值比较

a / h Reddy [ 8] 本文解
FSDT

K 2
1= K 2

2= 1 K 2
1= K 2

2= 5/ 6 K 2
1= K 2

2= 3/ 4

4 119218 119218 115681 117763 119122

10 017125 017125 016306 016693 016949

100 014342 014342 014333 014337 014340

由比较可看出; 本文结果与 Reddy理论传统方法相吻合,比 FSDT 理论好# 

例 2  矩形叠层板 b / a = 3, 其余条件和例 1 相同, 计算结果及对比见表 2:

表 2 矩形板受正弦荷重作用中心点处挠度 �w 值比较( b/ a= 3)

a / h Reddy [ 8] 本文解 Pagano[ 3] FSDT( K 2
1= K 2

2= 5/ 6)

4 216411 216411     2182        213626

10 018622 018622 01919 01803

20 015937 015937 01610 015784

100 015070 015070 01508 015064

从比较中可看出,本文结果和 Reddy 理论传统方法一样,比 FSDT 理论好# 

例 3  正方形板受均布荷载重作用,其中, qmn = 16q 0/ P
2
mn, 只取奇数项, 计算结果及对

比见表 3(表中 N 代表叠加项数) :

表 3 正方形层合板受均布荷重作用中心点挠度 �w 值比较

a / h
Reddy [ 8] 本文解 FSDT ( K 2

1= K 2
2= 5/ 6)

N = 9 N = 29 N = 9 N = 29 N = 9 N = 29

2 717681 717661 717681 717661 717170 710666

4 219103 219091 219103 219091 215623 215697

10 110903 110900 110903 110900 110244 110220

20 017661 017660 017661 017660 017574 017573

50 016839 016838 016839 016838 016808 016807

100 016705 016705 016705 016705 016679 016697

从比较中可看出,本文结果和 Reddy 理论传统方法吻合得很好# 
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k 61 一对边简支, 另一对边任意的 Levy 型解

611  位移函数的推导
设板的形式如图 1所示, 长为 a, 宽为 b, 边界条件为:

图  1

  x = 0, a;   M 1 = P 1 = Wy = w = 0

  y = 0, b;   任意

取位移函数 5( x , y ) 为下示的单三角级数形式:

  5( x , y ) = E
]

m= 1

<m ( y ) sinAmx ( a)

由 M 1, P 1, w , Wy 的函数表达式知, 该位移函数满足 x = 0, a 的

边界条件, 所要求的是 <m( y ) , 它是 y 的函数# 把横向荷载也展成

单三角级数 :

  q ( x , y ) = E
]

m= 1
Qm ( y ) sinAm( x ) ( b)

由于控制方程( 2110)是一个 8 阶偏微分方程,把( a)、( b)代入( 2110) 式,可得:

C 1A
8
m<m( y ) - C 2A

6
m<

( 2)
m ( y ) + C 3A

4
m<

(4)
m ( y ) - C4 A

2
m<

(6)
m ( y ) + C5<

(8)
m ( y )

- C 6A
6
m<m( y ) + C 7A

4
m<

(2)
m ( y ) - C8 A

2
m<

(4)
m ( y ) + C9<

(6)
m ( y ) + C10A

4
m<m( y )

- C 11 A
2
m<

(2)
m ( y ) + C12<

( 4)
m ( y ) - C 13A

2
m<m( y ) + C 14 <

(2)
m ( y ) = Qm (611)

整理后,可得:

  am1<
( 8)
m ( y ) + am2<

( 6)
m ( y ) + am3<

( 4)
m ( y ) + am4<

( 2)
m ( y ) + am5<m( y ) = Qm (611)c

其中:

  am1 = C 5; am2 = C 9- C4A
2
m ; am3 = C3A

4
m - C8A

2
m + C12

  am4 = - C2 A
6
m + C 7A

4
m - C 11A

2
m + C14; am5 = C 1A

8
m - C8A

6
m + C10A

4
m - C 13A

2
m

( 611)c式为一非齐次 8 阶常微分方程,其特征方程为:

  am1K
8
m + am2K

6
m + am3K

4
m + am4K

2
m + am5 = 0 (611)d

令 x m = K2m 代入上式得

am1 x
4
m + am2 x

3
m + am3 x

2
m + am4 xm + am5 = 0

左右同除以 am1,可简化为:

x
4
m + bm1 x

3
m + bm2 x

2
m + bm3x m + bm4 = 0

它的根与下面两个方程的 4 个根完全相同# 

x
2
m + bm1 + 8y + bm1- 4bm2m

xm

2
+ y +

bm1 y + bm3

8y + bm1- 4 bm2
= 0

x
2
m - bm1 + 8y + bm1- 4bm2

xm

2
+ y -

bm1 y + bm3

8y + bm1- 4 bm2
= 0

式中 y 是三次方程

8y 3
- 4 bm2y

2
+ (2 bm1 bm3 - 8 bm4) y + bm4( 4bm2- b

2
m1) - b

2
m3 = 0 ( c)

的任一实根# 

这样一来, 可求得 Km 的 8 个根,则其齐次方程的解为:

<m( y ) = Cm1e
K
m1

y
+ Cm2 e

K
m 2

y
+ Cm3 e

K
m3

y
+ Cm4e

K
m4

y
+ Cm5 e

K
m 5

y

747层合板一个新的高阶理论解析解



+ Cm6 e
K

m6
y
+ Cm7e

K
m7

y
+ Cm8 e

K
m 8

y

设非齐次方程的特解为 Q
*
m ( y ) ,因此可得原微分方程的通解为:

<m( y ) = Cm1e
K
m1

y
+ Cm2 e

K
m 2

y
+ Cm3 e

K
m3

y
+ Cm4e

K
m4

y
+ Cm5 e

K
m 5

y

+ Cm6 e
K

m6
y
+ Cm7e

K
m7

y
+ Cm8 e

K
m 8

y
+ Q

*
m( y ) (612)

其中: Cm1, Cm2, ,, Cm8是8个需要确定的系数, 可利用剩下的两个边界条件来决定# 由于每

边有 4 个条件加起来共有 8 个条件, 正好可求得这 8个系数# 用单三角级数表示的位移函数

5( x , y ) 总可以写成下列形式 :

5( x , y ) = E
]

m= 1

Cm1 e
K
m1

y
+ Cm2 e

K
m 2

y
+ Cm3 e

K
m3

y
+ Cm4 e

K
m4

y
+ Cm5 e

K
m 5

y y

+ Cm6 e
K

m6
y
+ Cm7e

K
m7

y
+ Cm8 e

K
m 8

y
+ Q

*
m ( y ) sinAmx (613)

612  数值计算和结果比较

为了检验上述方法的可靠性,作了如下的例题计算, 所考虑的层合板是( 0b/ 90b/ 0b)铺设,

每层厚度相同# 设复合材料性质如下:

表 4 (0b/ 90b/ 0b)层合板在各种边界条件下中心点处的挠度值 �w

a / b h/ a

S S C C

本 文 解

N = 9 N = 29
Khdeir [ 5]

本 文 解

N = 9 N = 29
Khdeir [ 5]

3
  012

  0114

46139

96163

46134

96153

46133

96152

  26185

  47169

  26181

  47159

  26180

  47157

4
  012

  0114

21167

41158

21162

41148

21161

41146

  13106

  22154

  13101

  22144

  13101

  22142

5
  012

  0114

12120

22105

12116

21195

12115

21183

7124

  12180

7137

  12171

7136

  12169

a / b h/ a

F F C F

本 文 解

N = 9 N = 29
Khdeir [ 5]

本 文 解

N = 9 N = 29
Khdeir [ 5]

3
  012

  0114

43812

93413

43718

93315

43717

93313

  104121

  21719

  104117

  21710

  104116

  21619

4
  012

  0114

43519

93612

43514

93513

43514

93511

55195

  112158

55190

  112149

55189

  112147

5
  012

  0114

43612

93711

43519

93612

43517

93610

32131

62183

32127

62175

32126

62173

a / b h/ a

S C S F

本 文 解

N = 9 N = 29
Khdeir [ 5]

本 文 解

N = 9 N = 29
Khdeir [ 5]

3
  012

  0114

  35122

  66120

  35117

  66110

35117

66108

  23711

  51214

  23616

  51116

  23615

  51114

4
012

0114

16195

30132

16191

30122

16190

30120

191176

41510

191173

414120

191172

41410

5
012

0114

9161

16183

9157

16173

9156

16172

157189

34017

157183

33918

157183

33916
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  E 1 = 1912 @ 106psi(132136GPa) ; E 2 = 1156 @ 106psi(10175GPa)

G 12 = G 13 = 0182 @ 106psi(5165GPa) ;

G 23 = 01523 @ 106psi(3160GPa) ; M12 = M13 = 0124

�w = w a/ 2, b/ 2� �C / q
0 K� � � m106

; a = 200in( 5108m)

受均布荷载  q
0

= E
]

m= 1, 3, 5

2
aPm

sinAmx

计算结果与比较见表 4# 

表中的 S 表示简支边, C 表示固定边, F 表示自由边# N 表示项数# 由表中比较可看出:

( 1) 用本文方法算得的结果 ( N = 29) 和文献[ 5] 用状态空间法所得的结果非常接近, 有

较好的精度# 

( 2) 由表中所列数字可看出, 在相同的边长比和厚跨比条件下( 例如 a/ b = 3, h / a =

012) 边界约束较强的板的中心挠度一般是较小的, 即 C C 情况最小, F F 情况最大,这点和一

般的物理概念是符合的# 

k 71 结 束 语

( 1) 本文的特点是引入一个位移函数 5 ( x , y ) 使 Reddy高阶理论的对称正交复合层合板

的微分方程组转化为用 5 ( x , y ) 表示的一个高阶微分方程, 得到了四边简支情况下的 Navier

解, 和一对边简支另一对边任意情况下的 Levy型解# 

( 2) 在上述解的基础上利用叠加原理可得到各种边界条件下对称层合板的解析解# 

( 3) 对四边简支板本文举了三个例子# 在第一个例子中,本文得出的结果与 Reddy 理论

挠度相吻合,比 FSDT 理论的结果要好# 在第二个例子中, 无论 a/ h = 4, 10, 20, 100, 本文得

出的结果和 Reddy理论传统方法完全一致, 比 Pagano 的弹性理论解要小, 比 FSDT 结果大# 

在第三个例子中, 无论 a/ h = 2, 4, 10, ,, 100, 当取项数相同时( N = 9, 或 N = 29) , 所得结果

和 Reddy理论传统方法一致, 这就说明了本文所提供的计算方法是正确的# 

( 4) 对一对边简支, 另一对边任意的板, 本文列举了层合板在各种边界条件下的数值例

子# 共有 6 种情况( SS, SC, SF, CC, CF, FF) 不论边长比为 3, 4, 5, 厚长比 h/ a = 012 或 0114,

其计算结果(当 N = 29 时)都和 Khdeir 等人[ 5]的解相接近,有较高的精度# 

( 5) 本文的程序均用 MS_FORTRAN5编制, 可在微机上完成# 

附录  1

经过推导高阶理论的控制方程为:

  C1
5 8

5 x 8 + C2
58

5 x 65 y 2 + C3
58

5 x 45 y 4 + C4
5 8

5 x 25 y 6+ C 5
5 8

5 y 8 + C 6
56

5 x 6 + C7
5 6

5 x 45 y 2
6

+ C 8
5 6

5 x 25 y 4 + C9
5 6

5 y 6 + C10
54

5 x 4 + C 11
5 4

5 x 25 y 2 + C12
54

5 y 4 + C13
5 2

5 x 2 + C 14
5 2

5 y 2 5 = q (2110)

其中

  C1 = -
4

3h2 F11 -
4

3 h2H 11 = 2A x 1 +
16
9h4H 11A w 1

  C2 = -
4

3h 2
F 11-

4

3h2H 11

� �37 4

A x2 + F12 + 2F66 -
4

3h 2( H 12 + 2H 66 )

� � 51

( A x1 + A y3 )

! !35 9
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+
16

9h 4[ H 11A w2 + 2( H 12 + 2H 66 ) A w 1 ]

  C3 = -
4

3h 2 F 11-
4

3h2Hs i 11� � 3 1 6A x3 + F12 + 2F66 -
4

3h 2( H 12 + 2H 66 )6

� � ; a

( A x2 + A y2 )E
+ F22-

4

3h
2H 22果与

A y3 +
16

9h4 [ H 11A w3 + H 22A w1 + 2( H 12 + 2H 66 ) A w 2 ]

  C4 = -
4

3h 2
F 12+ 2F 66-

4

3h2 ( F12 + 2F66, )� � ) 表 示 ( A x 3+ A y1 ) + F 22-
4

3h2H 22

  )对四

A y, 2本

+
16

9h 4[ H 22A w2 + 2( H 12 + 2H 66 ) A w 3 ]

  C5 = -
4

3h2 F22 -
4

3 h2H 22一 致 A y 1+
16

9 h4H 22A w3

  C6 = - A 55 -
8

h2 D 55 +
16

h4 FR 5T5 ( A x 1+ A w2 ) -
4

3h2
F11 -

4

3 h2Hy 11� �2 � A x 4 +
16

9h4H 11A w 4

  C7 = - A 55-
8

h2D 55 +
16

h4 F55 ' '

� � �

( A x 1 + A w 2) - A 44-
8

h 2D 44 -
16

h4 F44 ( A y 3+ A w 1 )

+
16

9h 2[ H 11A w5 + 2( H 12 + H 66) A w 4] -
4

3h 2 F 11-
4

3h2H 11 2

A

x5 (

+ F12+ 2 F66-
4

3h
2 ( H 12+ 2H 66)

( A

x4 + A y5)h

  C8 = - A 55-
8

h2D 55 +
16

h2 F55 ( A x 3 + A w 3) - A 44-
8

h 2D 44 +
16

h4 F6 44

� � � )

( A y 2+ A w 2 )

+
16

9h 4[ H 22A w4 + 2( H 12 + 2H 66 ) A w 5 ] -
4

3h2
F22 -

4

3 h2H6 22 A y5 1

+ F12+ 2 F66-
4

3h2 ( H 12+ 2H 66)N 9 ( A x5 + A y4)  

  C9 = - A 44 -
8
h2 D 44 +

16
h4 F2 44

� �  6 6

( A y1 + A w 3) -
4

3 h2 F 22-
4

3h2H 22 )

� � �

A y4 +
16

9h4H 22A w 5

  C10 = - A 55 -
8

h2 D 55 +
16

h4 F55 ( A x 4+ A w4 ) +
- 4

3h2
F11 -

4

3 h2H 11 5

� � �e

A x 6 +
16

9h4H 11A w 6

  C11 = - A 55-
8

h2D 55 +
16

h4 F55

� � (F

( A x5 + A w 5) - A 44-
8

h 2D 44 +
16

h4 F44� � �( A y 5+ A w 4 )

+
16

9h 42( H 12 + 2H 66) A w 6-
4

3 h2 F12 + 2F66 -
4

3h2 ( H 12+ 2H 66)

� � (

( A x6 + A y6)

  C12 = - A 44 -
8

h2 D 44 +
16

h4 F44� � �( A y4 + A w 5) -
4

3 h2
F 22-

4

3h2H 22 A y6 +
16

9h4H 22A w 6

  C13 = - A 44 -
8

h2 D 44 +
16

h4 F44 ( A x 6+ A w6 )

  C14 = - A 55 -
8

h2 D 55 +
16

h4 F55 ( A y6 + A w 6)

将算子的实际式子( 21 8)代入( 219)式, 得:

  

Wx = A x 1
55

5 x 5 + A x2
55

5 x 35 y 2 + A x 3
5 5

5 x5 y 4 + A x4
5 3

5 x 3 + A x 5
53

5 x5 y 2 + A x6
5
5 x

5

Wy = A y1
5 5

5 y 5 + A y2
55

5 x 25 y 3 + A y3
5 5

5 x 45 y
+ A y4

53

5 y 3 + A y5
5 3

5 x 25 y
+ A y6

5
5 y
F

5

w 0 = A w1
5 4

5 x 4 + A w 2
54

5 x 25 y 2 + A w3
5 4

5 y 4 + A w4
5 2

5 x 2 + A w 5
52

5 y 2 + A w 6 � 屯5

(2111)

其中

  A x1 = -
4

3 h2
D 66-

8

3h2F 66+
16

9h4H 66

� � F

F11 -
4

3h2H 11

� �  

  A x2 = -
4

3h
2 D 66 -

8

3h2 F66 +
16

9 h4H 66
� � (

F12 + 2F66 -
4

3 h8 (H 12 + 2H 66 )

� � (

+

+ F 11-
4

3 h2H 11 DD 22 -
8

3 h2F 22+
16

9h4H 22 1F 12+ 2F 66-
4

3h2 ( H 12+ 2H 66)! ! 屯
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# D 12 + D 66 -
8

3h 2( F 12+ F66 ) +
16

9h2 ( H 12+ H 66 )� � �

  A x3 = -
4

3h2 F22 -
4

3 h2H 22 D 12 + D 66 -
8

3 h2 ( F12 + F 66) +
16

9h 2( H 12 + H 66)  �

- D 22 -
8

3h 2F22 +
16

9 h4H 22� � � F 12+ 2F 66-
4

3h2 (H 12 + 2H 66)� � ( h

  A x4 = - D 66 -
8

3h 2F66 +
16

9 h4H 66 ++ A 55 -
8

h2 D 55+
16

h4 F55�

-
4

3h2
F11 -

4

3h 2H 11 �6A 44 -
8

h2 D 44+
16

h4F 44h

  A x5 = - D 22 -
8

3h 2F22 +
16

9 h4H 22A + A 55 -
8

h2 D 55+
16

h4 F1 55

+
4

3h
2 A 44-

8

h2D 44+
16

h 4F 44 �F12 + 2F66 -
4

3 h2 (H 12 + 2H 66h )

+ A 44 -
8

h2 D 44+
16

h4 F55 wD 12 + D 66-
8

3h2F 12+ F66 +
16

9 h4 (H 12 + H 66)

  A x6 = A 55 -
8

h4 D 55 +
16

h2 F55 �A 44 -
8

h 2D 44 +
16

h4 F44

� �2 1

  A y1 = -
4

3h2 D 66 -
8

3h
2F66 +

16

9 h
4H 66 F 22-

4

3 h
2H 22� 1 6

  A y2 = -
4

3 h2 D 66-
8

3h2F 66+
16

9h4H 66 �F12 + 2F66 -
4

3h2 ( H 12+ 2H 66)
�

+ F22 -
4

3h2H 22� � �D 11-
8

3h2 F11 +
16

9h 4H 11 1- F12 + 2F66 -
4

3h 2( H 12 + 2H 66 )

(

# D 12 + D 66-
8

3h
2 ( F12 + F66) +

16

9 h
4 (H 12 + H 66)

�

A

  A y3 = -
4

3 h2 F 11-
4

3h2H 11� ��+ D 12+ D 66-
8

3h2 ( F 12+ F66 ) +
16

9h4 (H 12 + H 666 )

- D 11-
8

3h2F 11+
16

9h4H 11 11

� � �

F12 + 2F66 -
4

3h 2( H 12+ 2H 66 )� � �

  A y4 = - D 66-
8

3h2F 66+
16

9h4H 66 ! A 44-
8

h2D 44 +
16

h 4F4 4

-
4

3 h2
- H 22

4

3h2 + F22 A 55-
8

h2D 55 +
16

h4 F55

2

  A y5 = - D 11-
8

3h2F 11+
16

9h4H 11 A 44-
8

h2D 44 +
16

h 4F4 4

F

+
4

3 h2 A 55 -
8

h2 D 55 +
16

h4 F55

H

F 12+ 2 F66-
4

3h2 ( H 12+ 2H 66)C

+ A 55-
8

h2D 55 +
16

h4 F55 $% D 12+ D 66 -
8

3h 2( F 12+ F66 ) +
16

9h4 ( H 12+ H 66 )! �! ( �

  A y6 = A 55-
8

h2D 55 +
16

h 4Fx 55 A 44 -
8

h2 D 44+
16

h4F 44x

  A w 1 = - D 66 -
8

3 h
2F 66+

16

9 h
4F 66 5D 11 -

8

3h
2F11 +

16

9 h
4H 11

y

  A w 2 = D 12+ D 66-
8

3h2 ( F 12+ F66) +
16

9 h4 (H 12 + H 66)

22

- D 22-
8

3h2F 22+
16

9h4H 22x

# D 11 -
8

3 h2F 11+
16

9 h4H 11 �- D 66 -
8

3 h2F 66+
16

9 h4H 66 � 屯� ( � '

2

  A w 3 = - D 22 -
8

3 h2F 22+
16
9 h4H6 22 D 66 -

8
3 h2F 66+

16
9h4H1 66 �

  A w 4 = D 11-
8

3h2F 11+
16

9h4H 11 A 44-
8

h2D 44 +
16

h4 F44 (� � *

+ A 55-
8

h 2D 55 +
16

h4 F1 55 D 66-
8

3h2 F66 +
16

9h4H2 66
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  A w 5 = A 44-
8

h2D 44 +
16

h4 F44

� � ( H

D 66-
8

3h2 F66 +
16

9h4H 66

22+ A 55-
8

h 2D 55 +
16

h4 F55 2D 22-
8

3h2 F22 +
16

9h4H 22� �
  

A w 6 = A 44-
8

h
2D 44 +

16

h
4 F44� � ( A 55-

8

h
2D 55+

16

h
4F 55( h� � � ��
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An Analytical Solution of Rectangular Laminated

Plates by Higher_Order Theory

Fan Yeli   Lin Fangyong
( Depar tm en t of En gineer ing Mechan ics , Sou th Chin a Un iver sity of Technology ,

Gu an gzhou 510641, P . R . Chin a )

Abstract

On the basis of the Reddy. s higher_order theory of composites, this paper introduces a displace-
ment function 5 into it and transforms its three differential equations for symmetric cross_ply com-

posites into only one eight_order differential equation generated by the displacement_function. When

a proper 5 is chosen, both solutions are obtained, namely, the Navier_type solution of simply sup-

ported rectangular laminated plates and the Levy_type solution with the boundary condition where

two opposite edges are simply supported and remains are arbitrary. The numerical examples show

that the present results concide well with the existing results in the references, thus validating that

the present solving method is reliable. The higher_order theory of Reddy is simpler in calculation but

has higher precision than the first_order shear deformation theory because the former has fewer un-

knows than the latter and requires no shear coefficients.

Key words  laminated plate, higher_order theory, analytical solution

752 范   业   立    林   芳   勇


