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摘   要

本文给出了 max_min 原理的一个非变分形式, 证明了非线性两点边界值问题 ud + g( t , u) =

f ( t) , u(0) = u(2P) = 0 的解的一个存在性和唯一性定理# 
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k 11 引   言

设H 是实 Hilbert空间, X 和Y是H 的两个闭子空间且H = X © Y, T :H y H 是C
n 映照,

n \ 1# 假定存在两个正常数 m1和 m2 使得对 Pu I H , Px I X , Py I Y,

3Tc( u) x , x4 [ - m1 +x +2
(111)

3Tc( u) y , y4 \ m2 +y +2
(112)

且

3Tc( u) x , y4= 3x , Tc( u) y4 (113)
Manasevich在条件( 111)、( 112)和( 113)下证明了 T 是一个从H 到H 上的C

n 微分同胚[ 1] # 

本文的目的是改进上述Manasevich的同胚定理,并利用改进了的同胚定理证明非线性两

点边值问题

ud+ g( t , u) = f ( t ) ,   u (0) = u(2P) = 0 (114)
的解的一个存在性和唯一性定理# 

k 21 max_min原理的一个非变分形式

为了改进Manasevich的同胚定理, 需要下述引理,该引理见[ 2, p1928, Corollary 312] :
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引理 211  设H 是实H ilbert空间, f I C
1
(H ,H ) , f c( u ) I Isom(H , H ) , Pu I H# 如果

存在一个连续映照 X: R+ y R+ \ 0 , 1满足Q
+ ]

0

ds
X( s)

= + ] , + [ f c( u) ] - 1 + [ X( +u +) ,那

么, f 是一从H 到H 上的微分同胚# 

定理 211  设H 是实 Hilbert空间, X 和 Y是H 的两个闭子空间且H = X © Y, T : H y H

是 C
1
映照,假定存在两个连续函数

A: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) , B: [ 0, + ] ) y (0, + ] )

使得对 Pu I H , Px I X , Py I Y,

Q
+ ]

0
min A( s) , B( sx ) �ds = + ] (211)

3Tc( u) x , x4 [ - A( +u +) +x +2
(212)

3Tc( u) y , y4 \- B( +u +) +y +2
(213)

且

3Tc( u) x , y4= 3x , Tc( u) y4 (214)
那么, T 是一个从H 到H 上的微分同胚# 

证明  设 v1 I H , v2 I H , v 1 X v2,记 v = v1- v2 I H# 显然, v X 0且 v 可分解为 v =

x + y , x I X , y I Y# 对任意固定的u I H , 假定对 v1 X v 2有Tc( u ) v1 = Yc( u ) v2# 由(212)、
(213) 和(214) ) ,我们有

0 = 3Tc( u) v1- Tc( u) v2, y - x4
= 3Tc( u) v , y - x4 = 3Tc( u) x , y4- 3Tc( u) x , x4+ 3Tc( u) y , y4

- 3Tc( u) y , x4

\ A( +u +) +x +2
+ B( +u +) +y +2 ,

这就出现了矛盾# 因此对 v1 X v2必有 Tc( u) v1 X Tc( u ) v2,从而 Tc( u) 是 1 ) 1的# 

记 C ( +u +) = min A( +u +) , B( +u +) ly� ,注意到

3Tc( u) v, y - x4 \ A( +u +) +x +2
+ B( +u +) +y +2 ,

我们有

+Tc( u) v + +y - x + \ C( +u +) ( +x +2
+ +y +2

) (215)
对( 215)式两边平方

[ C ( +u +) ]
2
( +x +2

+ +y +2
)

2 [ +Tc( u) v +2 +y - x +2

[ 2 +Tc( u) v +2
( +x +2

+ +y +2
) ,

可得

C ( +u +) +v + [ 2 +Tc( u) v + (216)
以下要证 Tc( u)H 是H 的闭集# 事实上,对任意固定的 v I Tc( u)H ,存在序列 vn" " �@ 使得

vn I Tc( u)H

且

vn y v # 

设元素 yn 满足

yn I H
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且

Tc( u ) y n = vn # 

那么对任意整数 m 和n, 我们有

+vn - vm + = +Tc( u) yn - Tc( u) ym +

= +Tc( u) ( y n- ym) +

\ C( + u +)
2

+yn - ym + # 

这蕴含 y n定 理 是 Canchy序列从而在 H 中收敛# 

令 y 是H 中的元素满足

yn y y # 

由 Tc( u) 的连续性,我们有

Tc( u ) y n y Tc( u) y ,

因此 v = Tc( u) y I Tc( u)H # 

最后,我们要证明 Tc( u)H = H # 

假设存在一个 z I [ Tc( u )H ]
L
, z X 0# 那么, 3Tc( u) v, z4= 0, Pv I H ,且 z 可分解为

z = h + k , h I X , k I Y# 取 v = k - h,那么, 由(212)、(213) 和(214) ,我们有

0 = 3Tc( u) v , z4 = 3Tc( u ) ( k - h) , k + h4

= 3Tc( u) k , k4+ 3Tc( u ) k , h4- 3Tc( u) h, k4- 3Tc( u) h, h4
\ A( +u +) +h +2

+ B( +u +) +k +2
,

这就出现了矛盾,因此 [ Tc( u)H ]
L
= 0任意 u # 

概言之,我们证明了 Tc( u) 是一个映H 到H 上的线性算子, 由(216) ,这线性算子满足

+Tc( u)- 1 + [ 2
C ( +u +)

# 

由引理211可知, T 是一个从H 到H 上的微分同胚# 证毕# 

k 31 一个存在性和唯一性定理

设 g ( t , u) 是连续的且对于0 [ t [ 2P和- ] < u < + ] 具有关于 u的连续导数,假设

对某一整数 n 和所有u I H , t I [ 0, 2P] ,

n
2
< gu( t , u ) < ( n + 1)

2
(311)

记

A( s ) = min
+u+ [ s

min
t I [0, 2P]

( gu ( t , u) - n
2
) (312)

B( s) = min
+ u+ [ s

min
t I [ 0, 2P]

( ( n + 1) 2
- gu( t , u) ) (313)

和

C ( s) = min A( s ) , B( s)

� �有

(314)

利用定理 211,可证明下述的

定理 311  设 f ( t ) I C[ 0, 2P] , g( t , u ) 是连续的且对于0 [ t [ 2P和- ] < u < + ]

具有关于 u 的连续导数并且满足(311) ,假定
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Q
+ ]

0
A( s ) ds = + ] ,   Q

+ ]

0
B( s) ds = + ] (315)

那么,非线性两点边界值问题( 114)存在定义在[ 0, 2P]上的一个唯一解# 

证明  定义

V = v | v( t ) I C
2
[0,2P] , v( o) = v(2P) = 0, v( t ) 绝对连续且满足Q

2P

0
v

2
( t )dt < + ]ch # 

显然, V 是L
2
[ 0, 2P] 的一个子空间, 并且 V 关于下述内积是一实Hilbert空间

3u , v4 = Q
2P

0
[ uc( t ) vc( t ) + u( t ) v( t ) ] dt # 

由这一内积3, 4诱导的范数记为 + # +v # 

定义 V 的子空间X 和Y 如下:

X = x | x ( t ) =
a0

2
+ E

n

k= 1
( ak coskt + bksinkt ) , t I [ 0, 2P3 ] ,

a0 I R, ak I R , bk I R , k = 1, 2, ,, n �(316)

Y = y | y ( t ) = E
]

k= n+ 1

( akcoskt + bksinkt ) , t I [ 0, 2Pk ] ,

ak I R , bk I R , k = n + 1, n + 2, , (317)

这里 n与(311) 式中的 n 一致, (317) 中的级数 y ( t ) = E
]

k= n+ 1
( ak coskt + bksinkt ) 以及对这一级

数逐项微分以后得到的级数在 R 上一致收敛# 显然, X 和 Y是V 的两个闭子空间且有V = X

© Y,而且对 x I X 和 y I Y 下述不等式成立

Q
2x

0
[ xc( t ) ] 2

dt [ n
2Q

2x

0
[ x ( t ) ]

2
dt (318)

Q
2x

0
[ yc( t ) ] 2

dt \ ( n + 1) 2Q
2x

0
[ y ( t ) ]

2
dt (319)

利用 Riesz表现定理,定义映照 T: V y V

3T( u) , v4 = Q
2x

0
[ uc( t ) vc( t ) - g( t , u ) v ( t ) ] dt

(对一切 u I v, Pv I V) (3110)

( 3110)式中的 T 是由隐式定义的,由(3110) 和 g对于0 [ t [ 2P关于u 是C
1的事实,可以证

明 T 是C
1
的并且对一切 u I V, Pw I V, Pv I V,

3Tc( u)w , v4= Q
2x

0
[ wc( t ) vc( t ) - gu ( t , u) w ( t ) v( t ) ] dt (3111)

再一次利用Riesz表现定理,令 d 是V 中唯一的元素使得

3d , v4 = - Q
2x

0
f ( t ) v( t ) dt   ( Pv I V) (3112)

可以证明 u 是(114) 的一个解当且仅当 u 满足算子方程

T ( u) = d (3113)

由( 311) ,我们有

n
2
< min

t I [ 0, 2P]
gu( t , u ) [ gu( t , u) [ max

t I [ 0,2P]
gu( t , u) < ( n + 1) 2 ,

因此
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A: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) ,   B: [ 0, + ] ) y (0, + ] ) (3114)

由( 3111)、( 318)、( 319)、( 312)、( 313)和( 3114) , 对一切 u I V, x I X , y I Y,我们有

3Tc( u) x , x4= Q
2x

0
[ ( xc( t ) ) 2

- gu( t , u ) x
2
( t ) ] dt

[ Q
2x

0
[ n

2
- gu ( t , u) ] x

2
( t ) dt

[ - min
t I [0, 2P]

( gu ( t , u) - n
2
)Q

2x

0
x

2
( t ) dt

[ -
1

n
2
+ 1

min
+v +

V
[ + u+

V

min
t I [ 0,2P]

( gv ( t , v ) - n
2
)k� � co

# n
2Q

2P

0
x

2
( t ) dt + Q

2P

0
x

2
( t ) dt= ,

[ -
A( + u +V)

n
2
+ 1

+x +2
V ,

及

3Tc( u) y , y4= Q
2x

0
[ ( yc( t ) ) 2

- gu( t , u ) y
2
( t ) ] dt

\Q
2P

0
( yc( t ) ) 2

- gu ( t , u)
( yc( t ) ) 2

( n + 1)
2

� � (

dt

\ 1

( n + 1) 2
+ 1

min
+v +

V
[ +u +

V

min
t I [ 0, 2P]

( ( n + 1) 2
- gv ( t , vt ) )

# 1+
1

( n + 1) 2[� � (t Q
2P

0
[ yc( t ) ] 2

dt

\
B( +u +V )

( n + 1)
2
+ 1

+y +2
V,

显然还有

3T c( u) x , y4= 3x , Tc( u ) y4# 

由( 315)及 A( s) 和 B( s ) 递减并且满足 0 < A( s )
n

2
+ 1

[ 2和 0 < B( s )
( n + 1) 2

+ 1
[ 2的事实,可以

证明Q
+ ]

0

C( s)

( n + 1) 2
+ 1

ds = + ] # 应用定理212, 我们得到T 是一个从V 到V上的微分同胚,也

就是说, (3113) 从而(114) 有一个定义在[ 0, 2P] 上的唯一解# 定理证毕# 
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On the Solution of Nonlinear Two_Point Boundary Value

Problem ud+ g( t, u)

= f ( t) , u(0) = u(2P) = 0
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Abstract

In this paper, a non_variational version of a max_min principle is proposed, and an existence and

uniqueness result is obtained for the nonlinear two_point boundary value problem ud + g( t , u) =

f ( t) , u(0) = u(2P) = 0 .

Key words  Hilbert space, diffeomorphism, nonlinear two_point boundary value problem, unique so-
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