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摘   要

本文引入和研究了一类具有弱凸图的集值映象# 对这类映象证明了某些新的重合定理, 最佳

逼近和不动点定理# 
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k 11 引   言

1969年Ky Fan[ 1]证明了下面熟知的最佳逼近结果# 

定理 111  设X 是局部凸拓扑向量空间E的非空紧凸子集和f : X y E是连续映象# 则或

者 f 在X 内有不动点, 或者存在 y0 I X 和E 上的连续半范数 p 使得

0 < p ( y 0- f ( y 0) = min p ( x - f ( y 0) ) : x I Xs a

其后,许多作者推广了上述结果到具有紧凸值的集值映象, 见[ 2~ 8]

1987年Ha[ 6]推广 Fan的结果到集值映象, 得到如下结果# 

定理 112  设 X是局部凸拓扑向量空间E的非空紧凸子集和T : X y 2
E
是上半连续集值映

象使得对每一 x I X , T ( x ) 是紧和凸集# 则或T 有不动点,或存在 x 0 I X , u0 I T ( x 0) 和 E

上的连续半范数 p 使得

0 < p ( x 0- u0) [ p ( x - u0)  ( Px I X )

最近 Ding_Tan [ 2]和 Ding_Tarafdar[ 3]在更弱的假设下推广了Ha[ 6]的结果到非紧设置和映象

对# 

在本文中, 我们对拓扑向量空间内的集值映象引入了弱凸图的新概念# 由使用此概念和

不同的论证方法,在拓扑向量空间内对没有紧凸值和连续性的集值映象证明了一些新的重合

定理,最佳逼近和不动点定理# 
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k 21 预 备知 识

设 X 是拓扑向量空间E的非空凸子集和Y是E的非空子集# 2
Y
表Y的一切子集的族和P

表 E上一切连续半范数的族# 对E 的子集A , co( A ) 表A 的凸包# 设 T: X y 2Y是集值映象,

T 的图是集合Gr ( T) = ( x , y ) I X @ Y: y I T( x )明了 # 称 T 有紧图如果Gr ( T ) 是 X @ Y的

紧子集# 称 T 有弱凸图如果对每一有限集 x 1, x 2, ,, x n 数< X ,存在 yi I T ( x i ) , ( i = 1, 2,

,, n) ,使得

co( ( x 1, y 1) , ( x 2, y 2) , ,, ( xn , y n) 如下) < Gr ( T ) (211)

令 R= ( K1, K2, ,, Kn) I IR
n
: E

n

i= 1
Ki = 1, Ki \ 0, i = 1, 2, ,, n

� � 0

是( n - 1) - 维单形# 

则关系式(211) 等价于

    E
n

i= 1
Kiy i I T E

n

i= 1
Kixi向 量  ( P( K1, ,, Kn ) I R) (212)

显然如果 T 的图Gr ( T) 或是凸集,或 H T( x ) : x I X

� �pp A

X «, 则 T 有弱凸图# 

引理 211  设 T: X y 2Y是具有弱凸图的集值映象# X 0是 X 的凸子集# 则T 在X 0上的

限制 T | X
0
: X 0 y 2

Y
也有弱凸图# 

证明  对每一有限集 x 1, ,, xn p e< X 0 < X# 由 Gr( T ) 的弱凸性,存在 yi I T( x i )  ( i

= 1, 2, ,, n ) 使得

    E
n

i= 1

Kiy i I T E
n

i= 1

Kixi, S  ( P( K1, ,, Kn ) I R)

因 X0 是凸集, 有E
n

i= 1
Kixi I X 0且因此有 T E

n

i= 1
Kixir M = T | X

0 E
n

i= 1
Kix ian # 由此推得

    E
n

i= 1

Kiy i I T | X
0 E

n

i= 1

Kixi sp ( P( K1, ,, Kn ) I R)

这就证明了 T | X
0
有弱凸图# 

下面例子说明了具有弱凸图的映象 T : X y 2Y可以不是上半连续和凸值的# 

例 211  设 Y = E = IR
2 和 X = ( x , 0) : x ID IR # 定义 T : X y 2Y如下:

T ( ( x , 0) ) = ( x , y ) : y I IR, S  ( P( x , 0) I X )

容易看出 T 不是上半连续的# 事实上,集 N = ( x , y ) : | y | <
1
x

l� �ly a是T( ( 0, 0) 的开邻域,但

对任何 x X 0, T ( ( x , 0) ) 不能被包含在 N 内# 现在证明 T 有弱凸图# 的确,对每一有限集

( x 1, 0) , ,, ( xn , 0) 空间< X ,令 y I IR 是任一点, 则有( x i , y ) I T( ( xi , y ) ) ( i = 1, ,, n) 且

co( ( x , 0) , ,, ( xn, 0) +) < Gr ( T)# 所以 Gr ( T ) 是弱凸的# 

例 212  设 E = IR , X = [ 0, 2] , Y = [ 4, 6] ,定义 T: X y 2Y如下:

T ( x ) = 4,
9
2

t

� �0

G 11
2
, 6 x即 (如果 x = 1)

T ( x ) = 4, 6 -
1
2
x(  (如果 x I [ 0, 2] \ 1

� � '

)

由 H T ( x ) : x I X

� �( T

=- 4� �(X «知T 有弱凸图, T (1) 不是凸集且因此 Gr ( T )也不是凸集# 容
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易看出 T 也不是上半连续的# 

k 31 主 要结 果

定理 311  设 K 是拓扑向量空间 E的非空子集和 Z是( n - 1) _维单型# 设 s: K y Z是连

续映象和 T: Z y 2K 是具有弱凸图的集值映象# 则存在点 x
* I Z,使得 x

* I s . T ( x * ) # 

证明  设 a1, ,, an 是Z的n个顶点# 因 Gr( T ) 是弱凸的, 存在 bi I T ( ai ) , ( i = 1, ,,

n ) 使得对一切( K1, ,, Kn) I R ,

    E
n

i= 1

Kibi I T E
n

i= 1

Kiai x� � � n (311)

定义映象 q : Z y K 如下:

q ( ai ) = bi  ( i = 1, ,, n) 和

q E
n

i= 1

Kiai

� � (=

= E
n

i= 1

Kibi I T E
n

i = 1

Kiai等 价 ( P( K1, ,, Kn ) I R) (312)

我们证明 q: Z y K 是连续的# 事实上, 因 Z是具有顶点a1, ,, an的( n- 1) _维单型,存在唯

一连续线性函数 Ki : Z y IR , i = 1, ,, n,使得对每一 z I Z 有

( K1( z ) , ,, Kn ( z ) ) I R和z = E
n

i= 1
Ki ( z ) a i

令 zm # !
]
m= 1 是收敛于 z 0 I Z的序列其中zm = E

n

i= 1
K( z m) ai和z 0 = E

n

i= 1
Ki ( z 0) ai# 由 Ki的连续

性推得 Ki ( z m) y Ki ( z 0) , m y ] # 因此必有 q( zm) y q ( z 0) , m y ] # 即 q 是连续的# 注意

到 s : K y Z是连续的,我们得到 s . q : Z y Z是连续的# 由Brouwer不动点定理知存在 z
* I

Z 使得z
*
= s . q ( z * )# 由(312) 有 z

* I s . T ( z * ) # 

注 31 1 定理 311 在下列方面不同于 Ha[ 5]的引理 2: ( 1) E 不必是Hausdorff的; ( 2) K 不必是紧凸的; ( 3) T

可以没有任何连续性和紧凸值假设# 

注 31 2 设 X , Y和T 与例212 中相同# 定义 s ( y ) = 4 -
y
2
,则它是连续的# 容易验证 T : X y 2Y 和 s:

Y y X 满足定理311的一切假设, 存在 x * I X 使得x * I s . T ( x * )# 事实上 x * = 2满足要求# 但是 T 不

是上半连续和凸值的# Ha[ 5] 的引理 2 不能被应用# 

定理 312  设X 是拓扑向量空间E的非空闭凸子集, E的拓扑对偶空间E * 分离 E的点# 

设 T: X y 2
E
是具有紧和弱凸图的集值映象# 则或

( � ) T 有一不动点 x
* I X ,或

( � ) 存在 x 0 I 5X , u0 I T( x 0) 和 p I P使得

0 < p ( x 0- u0) [ p ( x - u0)  ( P IX ( x 0) )

其中, 5X 是X 的边界, IX( x 0) 是 IX ( x0) 的闭包和 IX ( x0) = x 0+ r( y - x 0) : y I X 和 r \ 0

" ") y

# 

证明  假设结论( � )不真# 则或者对一切 x I 5X , u I T( x ) 和 p I P, p ( x - u) = 0,或

者对每一 x I 5X , u I T ( x ) 和 p I P, 存在 x
* I IX( x 0) 使得

p ( x
*
- u) < p ( x - u) (313)

如果第一种情形成立,则结论( � )是真的# 现在假设第二种情形成立# 对每一 p I P,令
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F ( p ) = ( x , u) I Gr ( T ) : p ( x - u) = 0集和� �是 (

由 p 的连续性和Gr ( T) 的紧性推得对每一 p I P, F ( p ) 是 Gr ( T ) 的紧子集# 因为 E
* 分离

E的点, 所以T 在X 内有不动点当且仅当 H F( p ) : p Ia P

� � 1

X «# 因此为证明结论( � ) 成立,

仅需证明 F ( p ) : p I P 在有有限交性质, 即需证明对每一有限集 p 1, ,, p nK

! ! 1

< P, H

F ( p i ) : i = 1, ,, n= K X «# 因为 P是 E 上一切连续半范数的族, 所以 E
n

i= 1
pi I P, 和对一切

( x , u) I Gr( T) , E
n

i= 1
p i ( x - u) = 0 当且仅当 pi ( x - u) = 0  ( i = 1, 2, ,, n) , 即 H

F ( p i ) : i = 1, ,, n

� � (=

X «# 因此为了证明 F ( p ) : p I P

� � (

有有限交性质仅需证明对每一 p I

P, F ( p ) X «# 对每一固定的 p I p,定义映象 A: X y 2Gr (T ) 如下:

A ( y ) = ( x , u ) I Gr( T) : p ( x - u ) - p ( y - u) [ 0 ,存一  ( Py I X )

注意到对每一 y I X ,存在 z I E 使( y , z ) I Gr ( T) 且由 A( y ) 的定义有( y , z ) I A ( y )# 因此

对每一 y I X , A( y ) X «# 由 p 的连续性和Gr( T ) 的紧性知A ( y ) 是Gr( T )的非空紧子集# 现

在证明族 A( y ) : y I X m

� �= �

X «有有限交性质# 如果不真,则存在有限集 y1, ,, y n < X 使得

H A( yi ) : i = 1, ,, n # !X «# 于是有 Gr( T) = G
n

i= 1
[ Gr ( T ) \ A ( y i ) ] , 即 Gr( T) \ A( yi ) :

i = 1, ,, n �是Gr( T ) 的相对开覆盖# 令 B1, ,, Bn� � �是从属于此开覆盖的单位分解, 则 B1,

,, Bn是Gr ( T) 上的非负实值函数使得 Bi在A( yi ) 上为0的对一切( x , u) I Gr( T ) , E
n

i= 1

Bi ( ( x ,

u ) ) = 1# 不失一般性我们能假设 Z = co( y 1, ,, yn) 是( n - 1) _维单形,定义 s: Gr( T ) : y Z

如下:

s ( ( x , u) ) = E
n

i= 1

Bi ( ( x , u ) ) y i  ( P( x , u) I Gr ( T) ) (314)

则 s 在Gr ( T) 上连续# 我们主张 A: X y 2Gr (T ) 有弱凸图# 事实上因 Gr( T ) 是弱凸的,对每

一有限集 x 1, ,, xn不 动 < X# 存在 u i I T( xi ) ( i = 1, ,, n) 使得

    E
n

i= 1
Kiui I T E

n

i= 1
Kixi )

� � 中,

 ( P( K1, ,, Kn) I R)

由 A( xi ) 的定义有

( xi , u i ) I A( xi ) ( i = 1, ,, n) 和 E
n

i= 1
Kix i , E

n

i= 1
Kiui p� � xI A E

n

i= 1
Kix iI

即是

    E
n

i= 1

Ki ( x i , ui ) I A E
n

i= 1

Kixi P� � ( P( K1, ,, Kn) I R)

因此 A 有弱凸图# 由引理211, A | Z: Z y 2G r( T) 也有弱凸图# 因此 s 和A | Z 满足定理 311的

一切条件# 所以存在( x * , u* ) I A | Z ( z
*
) = A ( z

*
)使得 z

*
= s( ( x

*
, u

*
) )# 由 s的定义,

得到 z
*
= E

n

i= 1

Bi ( ( x
*
, u

*
) ) yi# 令 I = i I 1, ,, n-� ��: ( x

*
, u

*
) I Gr ( T) \ A ( y i )0

" " )x

,则

    z
*
= E

n

i= 1
Bi ( ( x

*
, u

*
) ) yi 和p ( x

*
- u

*
) - p ( yi - u

*
) > 0  ( P i I I )

由此推得
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p ( z
*
- u

*
) = p E

n

i= 1

Bi ( ( x
*
, u

*
) ) yi - u

*是

[ E
i I I
Bi ( ( x

*
, u

*
) ) p ( yi - u

*
)

< p ( x
*
- u

*
) (315)

另一方面从( x * , u* ) I A ( z
*
) 推得

p ( x
*
- u

*
) - p ( z

*
- u

*
) [ 0

这与( 315)式矛盾# 因此 A ( y ) : y I X 必有一有切限交性质# 由 Gr( T ) 的紧性知 H A( y, ) :

y I X� X «# 任取( x 0, u0) I H A ( y ) : y I X , -则

( x 0, u0) I Gr ( T ) 和 p ( x 0 - u0) [ p ( y - u0)  ( Py I X ) (316)

现在对任一 w I IX ( x 0) \ X ,必存在 y I X 和r > 1使得 w = x 0+ r ( y - x 0) ,因X 是凸集# 

因此 y = 1 -
1
r

x� � u )x 0 +
1
r
w ,如果 p ( w - u0) < p ( x 0- u0) , 则有

p ( y - u0) = p 1-
1
r

一 �( x 0- u0) +
1
r
( w - u0) (� � ) 的非

[ 1-
1
r

X mp ( x 0- u0) +
1
r
p ( w - u0)

< p ( x 0- u0)

这与( 316)式矛盾# 因此必有

p ( x 0- u0) [ p ( y - u0)  ( PIX( x 0) )

由 p 的连续性,我们有

p ( x 0- u0) [ p ( y - u0)  ( P IX ( x 0) ) (317)

现在假定 p ( x 0- u0) > 0,则 x 0 X u0# 如果 x 0 I int( X ) ,则存在一实数 K(0 < K< 1) 使得

y = Kx 0+ ( 1- K) u0 I X# 由(317) 式有
0 < p ( x 0- u0) [ p ( Kx 0+ (1- K) u0- u0) = Kp ( x 0- u0) < p ( x 0- u0)

这是不可能的, 因此 x 0 I 5X ,这就证明了如果 p ( x 0- u0) > 0,则( x 0, u0) I Gr( T) , x 0 I 5X
使得(317) 成立,这与(313) 式矛盾# 所以我们必有 p ( x 0- u0) = 0和对每一 p I P, F( p ) X

«,证毕# 

注 31 3 在定理 312 中 E 不必是局部凸的和T 不必是凸值的# 因此定理 312 是不同于 Ha[ 6]的定理 3,

Park [3]的定理 3, Reich [ 8]的定理 311, Fan[ 1]的定理 1 和 Ding_Tan[ 2]的定理 5 的新结果# 

定理 313  设X 是拓扑向量空间E的非空闭凸子集且其对偶空间E * 分离 E的点# 设T :

X y 2
E
是具有紧和弱凸图的集值映象# 如果下列条件之一被满足 :

( a) 对每一 x I 5X , u I T( x ) 和 p I P, p ( x - u ) > 0,存在 x
* I IX( x 0) 使得 p ( x

*
-

u ) < p ( x - u ) ,

( b) 对每一 x I 5X , u I T ( x ) , 存在数 K, | K| < 1使得 Kx + (1- K) u I IX( x ) ,

则 T 有一不动点x̂ I X # 

证明  由条件( a)或( b) ,容易验证定理 312的结论( � )不成立# 因此由定理 312, T 有一
不动点x̂ I X# 

注 314  定理 313 是不同于 Ha[ 6]的定理 4, Reich[ 8]的定理 311, Park [ 7] 的定理 4, Fan[ 1]的定理 3 和 Ding_

Tan[ 2]的定理 6 的一新结果# 
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Best Approximation Theorem for Set_Valued Mappings

without ConvexValues and Continuity

Ding Xieping  He Yiran

( Sichuan Norm al Un iver sity , Chengdu 610066, P . R . China )

Abstract

In this paper, a new concept of weakly convex graph for set_valued mappings is introduced and

studied. By using the concept, some new coincidence, the best approximation and fixed point theo-

rems are obtained.

Key words  best approximation, coincidence, fixed point, topological vector space
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