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摘   要

本文在无穷维 Banach 空间中讨论微分包含解的存在性, 先给出了几个普通微分包含的比较定

理,讨论了近似解与解的关系, 然后得到了 Banach 空间中微分包含解的存在性定理# 
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k 11 引   言

由于经济学、生物学等涉及的宏观系统总有不确定性, 其中包括由于认识上的限制所引起

的不确定性,从数学上,它们一般不能应用微分方程来描述,而要应用微分包含来描述# 

众所周知, 微分方程 xc( t ) = f ( t , x ( t ) ) 的解 x ( t ) 的微分 xc( t ) 继承了映射 f 和函数

x ( t ) 的某些性质; 而微分包含的解不再是这样, 这也是对微分包含的研究比微分方程更困难

的原因之一# 

本文设 E 为实无穷维 Banach空间,考察形如

    xc( t ) I F ( t , x ( t ) ) , x ( t 0) = x 0 (111)
的微分包含,其中 F 是一集值映射,具凸象# 

由于无穷维空间和有限维空间之间的本质区别, 从而有限维常微分方程以及有限维微分

包含的基本定理 Peano定理在无穷维空间 E 中不再成立# 

文[ 1]第二章第一节定理 3给出了Hilbert空间中微分包含( 111)的解的存在性定理, 但使

用了所谓局部紧投影映射,在可分 Banach 空间中不可能具有这种条件,但我们仍得到了微分

包含( 111)的解的存在性定理# 

我们先建立普通微分包含的比较定理# 

引理 1  设 G : R 0 y R
1
是集值上半连续有界泛函, 具凸紧象, 其中 R 0 =

( t , u) I R
2
| t 0 [ t [ t 0+ a, | u - u 0 | [ bf B | , a > 0, b > 0,则初值问题

    uc I G ( t , u( t ) ) ,  u ( t 0) = u 0 (112)

存在定义在 [ t 0, t 0 + T ] 上的解, 其中 T = min a,
b

2M + b
g , M = sup

( t, u) I R
0

Im( G ) , Im G
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= G
( t, u) I R

0

G ( t , u ) , 0 < M < + ] # 

证  令 0 < E [ b / 2,考察

uc I G ( t , u ) + E,  u( t 0) = u0 + E (113)

据普通微分包含的 Peano 定理[ 2] ,初值问题( 113)有定义在 [ t 0, t 0+ T ] 上的解 u ( t , E)# 令 0

< E2 < E1 [ E, 则

u( t 0, E2) < u ( t 0, E1) (114)

uc( t , Ei ) I G ( t , u( t , Ei ) ) + Ei   ( i = 1, 2, t I [ t 0, t 0 + T ] ) (115)

因 G上半连续,存在逼近选择定理
[ 1]
意义下,逼近 G 的连续单值映射系列gk ,其值域含在

G 的值域的凸壳中,且

Graph( gk) < B (Graph( G ) , E)   ( PE> 0) (116)

设

u
c
k ( t , E) = gk( t , uk ( t , E) ) + E, uk( t 0, E) = u 0+ E

则      u
c
k( t , E2) = gk( t , uk( t , E2) ) + E2, uk( t 0, E2) = u0+ E2 (117)

u
c
k ( t , E1) = gk ( t , uk ( t , E1) ) + E1 > gk ( t , uk( t , E1) ) + E2 (118)

我们证明

uk ( t , E2) < uk( t , E1)   ( P t I [ t 0, t 0+ T ] ) (119)

事实上,若( 119)式不成立,令

Z = t I [ t 0, t 0+ T ] | uk( t , E1) [ uk ( t , E2)昌3 ,则 Z X «
令 t 1 = infZ,则由(114) 式知 t 0 < t 1,且

uk ( t 1, E2) = uk( t 1, E1) ( 1110)

uk ( t , E2) < uk( t , E1)   ( t I [ t 0, t 1) )

于是当 h < 0, t 1 + h > t 0 时有

uk( t 1 + h , E2) - uk( t 1, E2)
h

>
uk( t 1+ h, E1) - uk( t 1, E1)

h

这表明, Dini导数

D- uk( t 1, E2) \ D- uk( t 1, E1)

由( 117)、( 118)两式得
gk( t 1, uk( t 1, E2) ) + E2 \ gk( t 1, uk ( t 1, E1) ) + E1

> gk( t 1, uk ( t 1, E1) ) + E2 ( 1111)
此式与( 1110)式矛盾

现取 En� � c, 使 0 < ,< En < ,< E2 < E1 < E, En y 0,则有

    ,< uk( t , En) < ,< uk( t , E2) < uk( t , E1)  ( P t I [ t 0, t 0+ T ] ) ( 1112)
由于 uk( t , En) c� ��是一致有界的等度连续函数族,故由(1112) 式知存在 rk( t ) : [ t 0, t 0 + T ] y

R
1
, 使对 P t I [ t 0, t 0+ T ] 一致有

    lim
ny ]

uk( t , En ) = r k( t )

显然  rk( t 0) = u0, 由 gk 的一致连续性,知 P t I [ t 0, t 0+ T ] 一致有

    lim
ny ]

gk( t , uk ( t , En) ) = gk( t , r k( t ) )

注意到 uk( t , En) 满足
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    uk( t , En ) = u0 + En + Q
t

t
0

gk( s, uk ( s, En) ) ds

令 n y ] , 知 rk ( t ) 是初值问题

    u
c
k = gk( t , uk) ,  uk( t 0) = u0

的解# 于是 ( ( t , r k( t ) ) , r
c
k( t ) ) I graph( gk)# 由 G 具紧值, 存在 ki

� � ) I

的子列 kki

! ! ) )

< k(" " � = 和

r ( t ) ,使得

    lim
i y ]

r k
i
( t ) = r ( t ) ,  lim

i y ]
r

c
k
i
( t ) = rc( t )   ( P t I [ t 0, t 0+ T ] )

注意到( 116)式,得

d ( ( ( t , r k
i
( t ) ) , r

c
k
i
( t ) ) , graph( G ) ) = d( ( ( t , rk

i
( t ) ) , gk

i
( t , rk

i
( t ) ) , graph( G ) ) y 0( i

y ] ) , 那么, ( ( t , r ( t ) ) , rc( t ) ) I graph( G ) 即

    rc( t ) I G ( t , r ( t ) ) ,  r ( t 0) = u 0 ( Q1E1D1)

引理 2  设 8 是 R
2中开集,集值映射 G : 8 y R

1
, 是上半连续有界泛函,具凸紧集, ( t 0,

u0) I 8 ,设 r ( t ) 是初值问题(112) 的一个解, 其向右最大存在区间为[ t 0, t 0+ a) , ( a > 0)# 

设[ t 0, t 1] < [ t 0, t 0+ a ) ,则必存在 E0 > 0,使当0 < E< E0时初值问题(113) 的解 r ( t , E) 在

[ t 0, t 1] 上存在,且当 E y 0
+
时 r ( t , E) 在[ t 0, t 1] 上一致收敛于 r ( t ) # 

证  设 80 是有界开集, �8 0 < 8 且对 t I [ t 0, t 1] , 0 < E [ C / 2, 集合

    8Et = (�t , u) I R
2
| t [ �t [ t + C , +u - ( r ( t ) + E) + [ C,

满足 8
E
t < 8 0# 

因 G : 80 y R
1
+ G 0 是集值上半连续有界泛函,故 G + E: 8Et y R

1是集值上半连续有界

泛函且 Im( G + E) [ M +
C
2

# 据引理1,初值问题(113) 存在定义在[ t 0, t 0+ G] 上的解 r ( t ,

E) ,其中 G= min C , C/ 2M +t C� ��1 是与E无关的常数,利用引理 1的证明方法,并注意到 r ( t )

是确定的已知解,可知对 P t I [ t 0, t 0+ G] 一致有

    lim
Ey 0

r ( t , E) = r ( t )

这表明    lim
Ey 0

r ( t 0 + G, E) = r ( t 0+ G)

取 0 < E1 [ C / 2,使当 0 < E [ E1 时

    r ( t 0+ G, E) [ r ( t 0 + G) + E

用 8Et
0
+ G( E< E1) 代替前面的 8Et

0
, 重复前面的证明可知必存在 E2 < E1,使对 E< E2,初值问题

    uc I G ( t , u) + E, u( t 0+ G) = r ( t 0 + G) + E

存在定义在 [ t 0+ G, t 0 + 2G] 上的解 �r ( t , E) , 并且关于 P t I [ t 0 + G, t 0+ 2G] 一致有

    lim
Ey 0
�r ( t , E) = r ( t )

对 E< E2,定义

r ( t , E) = �r ( t , E) , P t I [ t 0+ G, t 0+ 2G] ,则显然 r ( t , E) 是初值问题(113) 在[ t 0, t 0+

2G] 上的一个解,且在[ t 0, t 0+ 2G] 上一致有

    lim
Ey 0

r ( t , E) = r ( t )

重复上面的证明有限次,即知存在某自然数 n 及E0 = En ,使得[ t 0, t 1] < [ t 0, t 0+ nG] ,且当 0

< E< E0 时初值问题(113) 的解 r ( t , E) 在[ t 0, t 1] 上存在,且关于 P t I [ t 0, t 1] 上一致有
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    lim
Ey 0

r ( t , E) = r ( t ) ( Q1E1D1)

由文[ 3]的比较定理和集值上半连续映射的可积选择映射的存在性, 以下引理 3是显然

的# 

引理 3  设 8是R
2
中开集, G : 8 y R

1
,是集值上半连续有界泛函,具凸值, ( t 0, u0) I 8 ,

设 r ( t ) 是初值问题( 112) 的一个解,其向右最大存在区间为[ t 0, t 0+ a) ( a > 0)# 设 m( t ) I

C [ ( t 0, t 0+ a ) , R
1
] 满足: ( t , m ( t ) ) I 8 ( P t I [ t 0, t 0+ a) ) , m ( t 0) [ u0,且对四个Dini导

数某一个(记为 D) 有

    Dm( t) [ g( t , m ( t ) )   ( P t I [ t 0, t 0 + a) \ #)

其中 g 是G 的一个可积选择单值映射, r 是[ t 0, t 0+ a) 中至多可数集,则必有

    m( t) [ r ( t )   ( P t I [ t 0, t 0+ a) ) ( Q1E1D1)
下记 R0 = [ t 0, t 0+ a] @ �B ( x 0, b) , a > 0, b > 0, �B( x 0, b) = x I E | +x - x 0 + [ b

# #]

k 21 近似解与解的关系

定义 1[ 4]  设 E是完备度量空间, A n(� 是B ( E )的集合序列,称 A n=� � � 收敛于A < E ,如果

( � )对每个 a I A , 存在 an I A n( n = 1, 2, ,) , 序列 an 收敛于a;

( � ) PE > 0, vN , 当 n > N 时, 有 A n < G
x I A

B ( x , E) , B ( x , E) =

y I E , d( x , y ) < E< [� ��# 其中 B ( E ) 表度量空间 E 的所有非空有界子集族, 此时称 A 是

A n� � �时的极限# 

定理 1  设 E 是实Banach空间,集值映射 F : R 0 y D < E 是有界上半连续, 具凸紧值, D

是 E 的凸子集, H I D ,又设 0 < T [ a,

x n I C
1
[ [ t 0, t 0 + T ] , �B ( x 0, b ) ] 满足

    x
c
n+ 1( t ) I F( t , x n ( t ) ) + y n ( t ) , x n( t 0) = x 0, +y n ( t ) + [ En

( n = 1, 2, ,, P t I [ t 0, t 0+ T ] ) (211)
其中, En > 0, En y 0, y n I C[ [ t 0, t 0+ T ] , D]# 如果

    +x n( t ) - x ( t ) + y 0  u # c# P t I [ t 0, t 0 + T ] (212)
( u#c表一致收敛) ,则

x I C[ [ t 0, t 0 + T ] , �B ( x 0, b ) ] 且

    xc( t ) I F ( t , x ( t ) ) , x ( t 0) = x 0, P t I [ t 0, t 0+ T ] (213)
证  由( 212)式知, x I C[ [ t 0, t 0+ T ] , �B ( x 0, b) ] ,因 F集值上半连续, 设 f n是逼近选择

定理意义下逼近 F 的连续单值映象序列,且使

    x
c
n+ 1( t ) = f n( t , x n ( t ) ) + y n ( t ) , x n( t 0) = x 0, +y n ( t ) + [ En (214)

对任意固定的 t 1 I [ t 0, t 0+ T ] , 令

    G ( t , n ) =
x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1)

t - t 1
- F ( t 1, x n( t 1) ) - y n( t 1)

    lim
t y t

1

G ( t , n) = x
c
n+ 1( t 1) - F ( t 1, x n( t 1) ) - yn ( t 1) (215)

可证     lim
ny ]

F( t 1, x n ( t 1) ) = F ( t 1, x ( t 1) ) ( * )

事实上  记 A n = F ( t 1, x n( t 1) ) , A = F( t 1, x ( t 1) )

1024 宋   福   民



( � )对每个 z I A ,由 F 上半连续,知 PE> 0, vD> 0, 当 +x n( t 1) - x ( t 1) + < D时,

有 d
*
( A n, A ) < E,即 d

*
( A n , A ) = sup

z I A
d( z , A n ) = sup

z I A
inf

z
n

I A
d ( z , z n ) < E,故对每个 z I A ,

inf
z
n

I A
n

d ( z , z n ) < E,令 M n = inf
z
n

I A
n

d ( z , z n ) , 则 PK I N , v nk �< nm �, 使得 z n
k

I A n
k
有

lim
K y ]

d( z , z n
k
) = M n

k
< E,由 E的任意性,得 lim

K y ]
d ( z , z n

k
) = 0, 即对每个 z I A , v z n

k
I A n

k

I A n b� � ( a, 有 z n
k

y z ( k y ] ) # 

( � ) P z n I A n,首先对属于情况( � ) 中的 z n
1

I z n是 完 , PE> 0, vN 1,当 n1 \ N 1时,

z n
1

I B( z , E) , z I A# 其次, 对于不属于情况( � ) 的 z n
2

I z n� � � , 则由于

    Graph( f n
2
) < B (GraphF, E)   ( PE> 0)

故也 v z I A ,使得 z n
2
= f n

2
( t 1, x n

2
( t 1) ) I B ( z , E) ( vN 2,当 n2 > N 2)# 总之, Pz n I

A n , v z I A , PE> 0, vN = max N 1, Nx 2

� � (n

,当 n > N 时

    A n < G
z I A

B ( z , E)

这样,由( 215)式有

    lim
ny ]

G ( t , n ) =
x ( t ) - x ( t 1)

t - t 1
- F ( t 1, x ( t 1) ) (216)

取 N , 使 En <
E
4
, +x n+ 1( t ) - x ( t ) + <

D1
2

  ( Pn > N , t I [ t 0, t 0 + T ] ) (217)

再取 D> 0,使 D< D1且

    +x ( t ) - x ( t 1) + <
D1
2
, P | t - t 1 | < D (218)

由 G ( t , n) 的定义以及(211) 式有
    x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1) - ( t - t 1) x

c
n+ 1( t 1) I ( t - t 1) G ( t , n)

再由( 214)式知
    x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1) - ( t - t 1) x

c
n+ 1( t 1) = ( t - t 1) g ( t , n) (219)

其中

    g( t , n ) =
x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1)

t - t 1
- f n( t 1, x n ( t 1) ) - y n( t 1)

取   U I E
*
使 +U+ = 1且

    U[ x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1) - ( t - t 1) x
c
n+ 1( t 1) ]

       = +x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1) - ( t - t 1) x
c
n+ 1( t 1) +

并令

    W( t ) = U( x n+ 1( t ) ) - ( t - t 1) U( x
c
n+ 1( t 1) ) 于是

    W( t ) = U( xc
n+ 1( t ) ) - U( xc

n+ 1( t 1) ) ,

从而

  +x n+ 1( t ) - x n+ 1( t 1) - ( t - t 1) x
c
n+ 1( t 1) + = W( t ) - W( t 1)

     = Wc(�t ) ( t - t 1)

     = U( x c
n+ 1(�t ) - x

c
n+ 1( t 1) ) # ( t - t 1)

     [ +U+ +x
c
n+ 1(�t ) - x

c
n+ 1( t 1) + | t - t 1 |

     = +x
c
n+ 1(�t ) - x

c
n+ 1( t 1) + | t - t 1 | ,

其中 �t 在 t 与 t 1之间# 注意到(219) 式,
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  +g ( t , n) + [ +x
c
n+ 1(�t ) - x

c
n+ 1( t 1) +   (�t 在 t、t 1 之间) ( 2110)

当 n > N 时, 0 < | t - t 1 | < D时, 据(214) 式和(216) 式
  +g ( t , n) + [ +x

c
n+ 1(�t ) - x

c
n+ 1( t 1) +

     [ +f n (�t , x n(�t ) ) + yn (�t ) - f n( t 1, x n ( t 1) ) - y n( t 1) +

     [ +f n(�t , xn(�t ) ) - f n( t1, x ( t 1) ) ++ +f n( t 1, x ( t 1) ) - f n( t1, x n( t 1) ) + + 2En

     <
E
4
+

E
4
+ 2En < E 

即

  +g ( t , n) + < E ( n > N , 0 < | t - t 1 | < D) ( 2111)
令 n y ] 得

  
x ( t ) - x ( t 1)

t - t 1
- F( t 1, x ( t 1) ) < E

因 F 是有界集值映射,故 xc( t 1) 存在,由 t 1 I [ t 0, t 0+ T ] 的任意性,得 xc( t ) 存在, 于是

  d ( ( ( t , x n ( t ) ) , x
c
n+ 1( t ) ) , graph( F) )

     = d ( ( ( t , x n( t ) ) , f n ( t , x n( t ) ) + y n( t ) ) , g raph( F) ) y 0  ( n y ] )

得

  ( ( t , x ( t ) ) , xc( t ) ) I graph( F )  

即

  xc( t ) I F ( t , x ( t ) ) , 且 x ( t 0) = x 0, x I C
1
[ [ t 0, t 0 + T ] , B ( x 0, b ) ] ( Q1E1D1)

k 31 解 的 存在 性

以下集值映射的范数为

+F + = sup
x I D ( F)

inf
f I F( t , x )

+f +/ + x + , + G + = sup
u I D ( G)

inf
g I G ( t , u )

+g + / + u + # 

定义 2  (参见[ 5] ) : 设 G : J @ R y R 是一集值映射, J = [ t 0, T ]# Pu , v I R , u [

v , 对任意的 uG I G ( t , u ) , 存在 v G I G ( t , v ) , 便得 uG [ vG , 则称 G 为关于u 的集值单

调增算子# 

定理 2  设 E 是可分Banach空间, ( a) 集值映射 F : R 0 y D < E 是有界上半连续,具凸紧

值# D 是E 的凸闭子集, H I D; ( b) 集值映射 G : R 0 y R
1
+ G 0

� � (+

有界上半连续泛函,具凸紧

值,且关于 u 单调增,又 G ( t , 0) S 0再由 ,又普通微分包含

    uc( t ) I G ( t , u) , u( t 0) = 0 (311)
在 [ t 0, t 0+ a] 上只有零解 u = 0# 

( c) F( t , x ) < B ( F( t , y ) , | G ( t , +x - y +) | )

( P( t , x ) , ( t , y ) I R 0, +x - y + [ b) (312)
式中, | G ( t , u ) | = sup

( t, u) I R
0

| v | : v I G ( t , u ) )

� �  

[参见[ 6] ] , 则 Cauchy 问题

    xc( t ) I F ( t , x ) , x ( t 0) = x 0

在 [ t 0, t 0+ T ] 上有解, x I C
1
[ [ t 0, t 0+ T ] , B ( x 0, b) ] ,

其中, T = min a,
b

+F + ,
b

+G + , 并且迭代序列

    x 0( t ) S x 0, x n+ 1( t ) I x 0+ Q
t

t
0

F( s , x n ( s) ) ds (313)
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在 [ t 0, t 0+ T ] 上一致收敛于 x ( t ) # 

证明  由( 313)式,用归纳法易知

    +x n+ 1( t ) - x 0 + [ b   ( P t I [ t 0, t 0+ T ] ; n = 0, 1, 2, ,)

事实上,

    +x 1( t ) - x 0 + [ +F + | t - t 0 | [ +F +T [ b

令 n = k 成立,易证 n = k + 1成立,故 x n+ 1 I C
1
[ [ t 0, t 0+ T ] , B ( x 0, b) ] 且

    x
c
n+ 1( t ) I F( t , x n ( t ) ) , x n ( t 0) = x 0  ( n = 0, 1, 2, ,) (314)

令 M = max +F +, + G +

� �x (

,则 T = min a,
b
M

� � n

, 作迭代序列如下:

    u 0 = M ( t - t 0)   ( P t I [ t 0, t 0 + T ] )

    un+ 1 I Q
t

t
0

G ( s , un ( s) ) ds  ( n = 0, 1, 2, ,) (315)

设 gn 是 G ( s, un( s ) ) 的一个可积选择,使得

    un+ 1 = Q
t

t
0

gn( s , un( s ) ) ds

因 G 关于u 单调增,由归纳法可证

    0 [ un+ 1 [ un ( t ) [ b (316)
首先

    u 1( t ) = Q
t

t
0

g 0( s, u0( s) ) ds [ +G +( t - t 0) [ u0( t ) [ b

若 P t , 0 [ un ( t ) [ un- 1( t ) [ b , 如 gn- 1 I G ( t , un- 1) , 则 vgn I G ( t , un) , 使得 gn [

gn- 1# 于是(316) 得证# 

又由 u
c
n+ 1( t ) = gn ( t , un( t ) ) [ + G + , 据(316) 式和 Ascoli_Arzela 定理知 un ( tx )" " ,+ 在

[ t 0, t 0+ T ] 上一致收敛于某连续函数 u ( t ) ,且

    u ( t ) I Q
t

t
0

G ( s , u( s ) ) ds (317)

由此可知, u I C
1
[ [ t 0, t 0+ T ] , [ 0, b ] ] 且 u 是初值问题(311) 的解,由假设知, u ( t ) S 0# 

下面再证

    +x n+ 1- x n + [ un ( t ) = Q
t

t
0

gn- 1( s, un- 1) ds   ( n = 0, 1, 2, ,) (318)

因为 +x 1( t ) - x 0( t ) + [ +Q
t

t
0

F ( s, x 0) ds + [ +F + | t - t 0 | [ M ( t - t 0) [ u0( t ) # 

若 +x k( t ) - x k- 1( t ) + [ uk- 1( t ) = Q
t

t
0

gk- 2( s , uk- 2( s) ) ds

由 E 是可分 Banach空间, F 是集值上半连续, 故存在可积选择 f k- 1, 使

    x k( t ) = Q
t

t
0

f k- 1( s , x k- 1( s) ) ds (319)

由( 312)式知
    F( t , x k( t ) ) < B( F ( t , x k- 1( t ) ) , G ( t , +x k - x k- 1 +) )

于是 v f k( t , x k( t ) ) I F ( t , x k( t ) ) , f k- 1( t , x k- 1( t ) ) I F ( t , x k- 1( t ) ) 和 h( t , +x k -

x k- 1 +) I G ( t , +x k - x k- 1 +) ,并且由 G 关于 u单调增,对 h( t , +x k - x k- 1 +) ,存在 gk- 1
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I G ( t , uk- 1( t ) ) ,使得

    f k( t , x k( t ) ) - f k- 1( t , x k- 1( t ) ) = h( t , +x k - x k- 1 +) [ gk- 1( t , uk- 1( t ) )

这样

    +x k+ 1 - x k + [ Q
t

t
0

+ f k( s, x k ( s) ) - f k- 1( s , x k- 1( s) ) +ds

       [ Q
t

t
0

gk- 1( s, uk- 1( s ) ) ds = uk

即( 318)式得证# 

从( 319)式知
    x

c
n+ 1 = f n ( t , x n( t ) ) , x

c
n( t ) = f n- 1( t , x n- 1( t ) )

    +x
c
n+ 1( t ) - x

c
n ( t ) + = +f n( t , x n ( t ) ) - f n- 1( t , x n- 1( t ) ) +

       [ h( t , +x n - x n- 1 +) [ gn- 1( t , u n- 1) ( 3110)
设 m \ n, 注意到(3110) 式和(316) 式, 有

    +x
c
n( t ) - x

c
m ( t ) + [ +x

c
m ( t ) - x

c
m- 1( t ) ++ +x

c
m- 1( t ) - x

c
m- 2( t ) +

       + ,+ +x
c
n+ 1( t ) - x

c
n ( t ) + [ gm- 1( t , um- 1( t ) ) + gm- 2( t , um- 2( t ) )

       + ,+ gn ( t , un( t ) )

由于 G ( t , 0) S 0# 以及(316) 式, 知对于 G ( t , un ) 的任意可积选择 g , 当 n y ] 时 g ( t ,

un( t ) ) 一致收敛于 0,这样, PE> 0, vN , 使得 m \ n \ N 时, 有

    D
+ + x n ( t ) - x m( t ) + [ +x

c
n( t ) - x

c
m ( t ) + < E

这里 D
+ 是 Dini导数# 

从 +x n ( t 0) - x m( t 0) + = 0 < E,由引理 3知当 m \ n \ N ,

    +x n( t ) - xm ( t ) + [ r ( t , E)   ( P t I [ t 0, t 0 + T ] ) ( 3111)
其中, r ( t , E) 表初值问题

    uc I G ( t , u) + E,  u ( t 0) = E ( 3112)
的一个解,再据引理 2知,当 Ey 0时, r ( t , E) 在 t 0 [ t [ t 0+ T 上一致收敛于问题(311) 的
解 u( t ) S 0# 从(3111) 式知 x n( t )

� � %

在[ t 0, t 0+ T ] 上一致收敛于某连续抽象函数 x ( t ) ,结

合(313) 式和定理 1,即知

    x I C
1
[ [ t 0, t 0+ T ] , B ( x 0, b) ] ,且

    xc( t ) I F ( t , x ( t ) ) , x ( t 0) = x 0   ( P t I [ t 0, t 0+ T ] ) ( Q1E1D1)
推论 1  设 E 是可分Banach空间,集值映射 F : R 0 y E 有界上半连续、Lipschitz映射,即

    F( t , x ) < B ( F ( t , y ) , L d ( x , y ) )  ( L > 0,常数)

P( t , x ) , ( t , y ) I R 0, + x - y + [ b ( 3113)

则Cauchy 问题( 111)在 [ t 0, t 0 + T ] 上有解 x I C
1
[ [ t 0, t 0 + T ] , B ( x 0, b ) ] , 这里 T =

min a,
b

+F + ,
1
L

-� � �,并且迭代序列( 313) 在[ t 0, t 0+ T ] 上一致收敛于 x ( t ) # 

证  在定理 2中取 G ( t , u ) = L u , + G + = L + u + [ L b ,

于是   T = min a,
b

+F + ,
1
L

� � �)# ( Q1E1D1)

注  由推论 1 知,定理 2 中的条件( b)和( c)比 L ipschitz 条件更为广泛# 
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例 1  考察一阶偏微分包含的初值问题:

    
5 u( t , x )

5 t I F( t , u ( t , x ) )

u ( t 0, x ) = u0( x ) t

( 3114)

其中, u 0( x ) I C[ [ c, d ] , R
1
] , 集值映射 F : [ t 0, t 0 + a] @ D y R

1
, 有界上半连续, D =

v I R
1�
| v x I [ c , d ] ,使| v - u 0( x ) | [ b ) ), b > 0,如 F 还满足

F ( t , x ) < B( F ( t , y ) , Ld ( x , y ) ) ( L > 0,常数) , P t I [ t 0, t 0+ a] , x , y I D# 则 v0

< T [ a, 使初值问题(3114) 在[ c , d] @ [ t 0, t 0+ T ] 上有解 u( t , x ) ,且迭代序列

    u 0( t , x ) S u0( x ) , un+ 1( t , x ) I u 0( x ) + Q
t

t
0

F ( s, un( s , x ) ds ( 3115)

在 [ c , d] @ [ t 0, t 0+ T ] 上一致收敛于 u ( t , x ) # 

证  显然, ( 3114)式可视为可分 Banach空间 E = C [ [ c, d ] , R
1
] 中的微分包含初值问题

    uc( t ) I F ( t , u) , u( t 0) = u0 ( 3116)
其中,  u( t ) = u ( t , x ) I C[ [ c, d] , R

1
] ( t 固定) , u0 = u0( x ) # 

易知推论 1的条件满足, 故据推论 1, 本例所述结论成立# 
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Existence of Solutions to Differential

Inclusions in Banach Spaces

Song Fumin

( Nanchan g Instit ut e of Aeron au tica l Technology , Nan chan g 330034, P . R . China )

Abstract

In this paper, the existence of solutions to differential inclusions is discussed in infinite dimen-

sional Banach spaces. First, some comparability theorems for common differential inclusions are

posed, relations between approximate solutions and solutions are studied. In the end, the existence

theorem of solutions to differential inclusions is obtained.
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