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摘   要

本文在分析了不同规范下三维涡流问题的场域方程、界面连续条件后指出: 在涡流区采用矢

量磁位 A, 标量电位 U及库仑规范 #̈ A= 0,在非导电区采用标量磁位 8 的求解策略较为合理, 并

给出了这一方法( A , U_8 法)的全部场域方程、边界条件、界面连续条件和相应的泛函# 
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k 11 引   言

三维涡流场的分析是电磁感应加热分析和电磁设计中的一个重要问题, 近十多年来这方

面已经做了许多工作[ 1] ,曾先后提出 A , U法[ 2] , T_8 法[ 4] , A* 法等[ 3, 5]# 但是在用于有限元

计算时,依然存在两个问题:一是整个区域的节点未知量太多,计算量太大;二是在不同介质交

界面、区域界面上,没有真正满足和处理好规范条件和电磁连续条件,因而导致界面上结果不

太好# 

针对这一问题, 本文在涡流区采用矢量磁位 A ,标量电位 U作场域变量,而非导电区采用

标量磁位 8 作场域变量,大大减少了未知量# 同时在分析对比不同规范场域方程、界面连续

条件的基础上, 提出选用库仑规范 #̈A= 0,并给出正确的介质和区域界面电磁连续条件及相

应的泛函,从而较好地满足了各种界面的连接条件# 

k 21 基本 方程

11 涡流问题Maxwell方程

假设磁导率 L,电导率 R,介电常数 E各向同性,不同区域其值不同,但在同一单元内为常

数# 对于中低频率的正弦时变场,由于 EXn R( X为圆频率) ,位移电流与涡流电流密度 Je 相

比,可以略去不计# 于是涡流问题的 Maxw ell方程为:

    ¨@ H = Je + J s (211a)

    ¨@ E = -
5B
5 t ( 211b)
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    ¨# B = 0 ( 211c)
    ¨# D = 0  或  ¨# Je = 0 ( 211d)

本构关系

    B = LH,   D = XE,   Je = RE (212)
不同介质界面电磁连续条件

    B1 # n = B2 # n,   H1 @ n = H2 @ n

    E1 # n = E2 # n,   E1 @ n = E2 @ n (213)
常用边界条件

    Bn = Bn
0
,   Ht = Ht

0

    J n = Jn
0
,   Et = Et

0
( 214)

其中, H, B, D, E 分别为磁场强度, 磁感强度, 电场强度, 电感强度# Js 为已知场源电流密

度# n为界面单位法线矢量, Bn
0
, J n

0
和 H t

0
, Et

0
分别为已知的法向、切向分量# 

实际三维涡流问题, 都存在一片非导电区(气隙) , 在此区域内不存在任何电流, 因此用标

量磁位 8 作未知量较合理# 而在涡流区和场源区,则用矢量磁位 A 和标量电位 U计算效果

较好# 在此,我们对不同的区域采用不同的变量, 不仅可以大大减少有限元分析的节点未知

量,而且得到的电磁计算结果也较好# 下面分别讨论两个区域的控制方程# 

21 涡流区和场源区
引入矢量磁位 A ,令

B = ¨@ A (215)
代入( 211b) ,考虑到¨@ ¨U= 0得

E = -
5A
5 t - ¨U (216)

将( 215) , ( 216)式代入( 211a, d)式,利用恒等式

¨@ 1
L
¨@ Ali =

1
L
( ¨¨# A - ¨2

A) + ¨ 1
L

*

� � �¹

@ ( ¨@ A)

考虑到对每个单元 ¨ 1
L
= 0,化简后有

1
L
( ¨¨# A - ¨2

A) + R5A5 t + R¨U= J s (217a)

- ¨# R
5A
5 t) 会 - ¨# ( R¨U) = 0 ( 217b)

这是用 A , U表示的涡流问题方程# 由于要确定矢量 A,仅有 B= ¨@ A关系是不够的, 还须

补充规定它的散度# 对散度不同的规定,就导致不同的场域方程# ( 217)式在三种不同规范下
的场域方程为:

库仑规范时( #̈A= 0)

- ¨2
A + LR

5A
5 t + LR¨U= LJ s

- ¨2 U= 0,   ¨# A = 0整数

(218)

洛仑兹规范时 #̈A= - LE5 U5 t� � �
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- ¨2
A + LR

5A
5 t + LR¨U= LJ s

- ¨2
U+ LE

52U
5 t 2
= 0

¨# A = - LE
5 U
5 t  

(219)

广义洛仑兹规范时 #̈A= - LRU- LE
5 U
5 tE

- ¨2
A + LR

5A
5 t = LJ s

- ¨2 U+ LR5 U5 t = 0

¨# A = - LRU

( 2110)

在此由于 EX n R,略去了- LE
52A
5 t 2
, - LE

52U
5 t 2
项# 

31 非导电区
在非导电区(气隙) , 没有任何电流,且 R = 0# 因此可令

H = - ¨8 ( 2111)
方程( 211)就简化为

¨2
8 = 0 ( 2112)

k 31 界面连续条件

11 同一区域不同材料性质的界面
(A)涡流区(包括场源区)

设 A 1l , A 1m , A 1n, U1和 A 2l , A 2m , A 2n , U2分别为不同材料交界面两侧 A的切向,法向分

量和 U的值, E1, L1, R1 和 E2, L2, R2分别为两侧不同的材料性质常数# l , m , n 分别为交界面

的切向和法向# 将(215)、(215) 式代入界面连续条件(213) , 化简后便得 :

A 1 l = A 2l , A 1m = A 2m

E1 =
5A 1n
5 t = E2

5A 2 n
5 t , U1 = U2

1
L1

5 A 1n
5 l -

1
L2

5A 2n
5 l =

1
L1

5 A 1l
5 n -

1
L2

5 A 2l
5 n

1
L1

5 A 1n
5m -

1
L2

5A 2n
5 m =

1
L1

5 A 1m
5 n -

1
L2

5A 2 m
5 n

E1 =
5U1
5 n = E2

5 U2
5 n

(311)

为唯一确定 A值,在界面上还必须补充满足规范条件# 

对库仑规范有

5 A 1n
5 n =

5A 2n
5 n (312a)

对洛仑兹规范有
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5 A 1n
5 n + L1E1

5U1
5 t =

5 A 2n
5 n + L2E2

5U2
5 t ( 312b)

用广义洛仑兹规范时得

5 A 1n
5 n + L1R1 U1 =

5 A 2n
5 n + L2 R2U2 ( 312c)

由( 311)、( 312)式可以看出,当界面两侧的材料完全相同时,为满足界面上的电磁连续条件和

规范约束,要求界面上的 A , U函数连续,它的法向导数连续,即界面上

A1 = A2,   U1 = U2

5A1

5 n =
5A2

5 n ,   
5U1
5 n =

5 U2
5 n 此可

(313)

在有限元分析中,也就是要求满足 C1 阶连续性,这给单元形函数的构造带来了相当高的要求

和限制# 

另外,从上可以看出,规范条件( 312)是界面条件一个十分重要的补充,有了它才能完全确

定 A值,在构造有限元时,界面上的规范约束必须被满足# 

( B) 非导电区

在非导电区,利用( 2111)式,考虑到此区电流为零,由界面连续条件( 213)式可得:

81 = 8 2

5 8 1

5 n =
5 82
5 n

(314)

如果界面两侧的材料相同,同样要求函数 8 和它的法向导数 5 8/ 5 n 在界面上连续# 

21 不同区域(涡流区与非导电区)间的界面

当涡流区(及场源区)采用变量 A , U, 非导电区采用变量 8 时, 在这两个不同性质的界面

上,为满足电磁连续条件,利用(215)、( 216)式及( 2111)式, 考虑到非导电区电流为零,由(213)
式化简后可得界面条件:

n @ 1
Le
¨@ A = - n @ ¨8

n # ¨@ A = - n # Ln ¨8

Een # 5A
5 t + ¨UA

� �1

=l 0 (315)

下标 e表示涡流区的常数, n 表示非导电区的常数# 化成分量形式有

5 A l
5 t +

5 U
5 l = 0,

5 A m
5 t +

5U
5 m = 0,

5A n
5 t +

5U
5 n = 0

1
Le

5A n
5m -

5A m
5 n A+

5 8
5 l = 0

1
Le

5A l
5 n -

5 A n
5 l �
E
+

5 8
5m = 0

5 A m
5 l -

5 A l
5m + Ln

5 8
5 n = 05

(316)

界面上由规范得的补充条件为

库仑规范时:

5 A l
5 l +

5 Am
5m +

5 A n
5 n = 0 (317a)
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洛仑兹规范时:

5 A l
5 l +

5 Am
5m +

5 A n
5 n = - LeEe

5U
5 t ( 317b)

广义洛仑兹规范时:

5 A l
5 l +

5 Am
5m +

5 A n
5 n = - LeReU ( 317c)

构造有限元分析模型时, 在不同区域的界面上,条件( 316)、( 317)都应该被满足# 

k 41 规范的选择和泛函的建立

采用不同的规范,得到的场域方程和界面连续条件是不同的# 对场域方程来说,广义洛仑

兹规范得到的一组方程最简单,因为变量 A , U之间是可以独立求解的(见( 2110)式) ; 而库仑
规范和洛仑兹规范下得到的方程组(218)、(219) ,变量 A , U间是相互耦联的,一般求出 U再

解A# 但从界面条件看(见( 312)和(317)式) ,库仑规范最简单, A , U相互独立,而其它两种规

范,在界面上 A , U之间是相互耦联的, 且表达式较复杂# 在以往三维涡流场有限元分析中,

在不同介质界面上之所以得不到满足电磁连续条件的好的结果,关键在于: 建立有限元模型

时,界面连续条件(311)、(312)式和(316)、( 317)式, 实际上没有被满足,因此出现交界面处磁
力线走向失真# 这点在过去的文献中没有被充分注意# 

通过对不同规范下, 场域方程和界面条件的分析对比,我们发现采用库仑规范最为有利,

因为在构造涡流问题有限元分析模型时, 要使变量 A , U在界面上满足复杂的耦联关系

( 312b)、( 317b)或( 312c)、( 317c)是比较困难的,而满足( 312a)、( 317a)要容易得多# 此时场域

方程中 A , U虽有耦联,但只要通过先解 U再解 A还是比较方便的# 因此在三维涡流问题有

限元分析中,我们采用库仑规范( #̈A= 0)下的 A, U_8 法# 

采用加权残量法,根据场域方程( 218)、( 2111) ,界面连续条件( 315) ,边界条件( 214) ,可以
建立库仑规范下,三维涡流问题 A , U_8 法的分区变分原理# 即在满足区域表面 S 1, S 2, S 5上

已知边界条件

A | S
1
= A0, U| S

2
= U0, 8 | S

5
= 8 0 (411)

的一切可能的 A , U, 8 中, 实际正弦稳态问题的 A , U, 8 必须使下列泛函取驻值:

F ( A , U, 8) = 1
2QV
e

1
L
( ¨@ A)

2
+

1
L
( ¨# A)

2
+ jX RA # A + 2R¨U# A

+
A
jX
( ¨U) 2 - 2A # Js& & d V +

1
2QV
n

L( ¨8 ) 2d V -QS
3

( H t0 # A) dS

+
R
jXQS

4

E n
0
UdS +QS

6

Bn
0
8dS -QS
en

( ¨8 @ A) # dS (412)

在此 V e , V n 分别为涡流区(包括场源区) 和非导电区的体积, S en 为两个区域的界面# S 1, S 2,

S 3, S 4, S 5, S 6 分别为已知边界值 A 0, U0, H t0, En 0, 8 0, B n0 的边界 # X为正弦变化的圆频率

# 

由变分 DF = 0, 可以得到全部场域方程( 218)、( 2111) , 区域界面连续条件(315) , 自然边
界条件和界面上的规范约束 ¨# A = 0# 

利用( 412)式泛函,可以用常规的有限元分析方法, 导出场域变量分别采用 A , U和 8 的
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有限元公式,随后再研制相应的程序# 我们曾用此法发展了一个三维涡流场分析程序,通过典

型例子的考核和实例计算,得到了满意的结果,尤其是消除了以往涡流分析中介质交界面上的

电磁不连续性# 
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A , U_8 Method for 3_D Eddy Current Field Analysis

Shi Zhanwei   Zhao Xinghua

( S han gha i In st itut e of Applied Mat hem a tics an d Mechanics , S han gha i Un iver sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract

After the field equations and the continuous conditions beteen the interfaces for 3_D eddy cur-

rent problems under various gauges were discussed, it was pointed out in this paper that using the

vector magnetic potential A , electric scalar potential U and Coulomb gauge ¨# A= 0 in eddy cur-

rent regions and using magnetic scalar potential 8 in the nonconducting regions are more suitable.

All field equations, the boundary conditions, the continuous conditions between the interfaces and

the corresponding variational principle corresponding with this method are also given.

Key words  3_D eddy current field, A, U_8 method, interface continuous conditions
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