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摘   要

给出了一族轴对称问题的改进Wilson 元,利用强分片检验证明了其收敛性, 讨论了单元函数

结构# 从而给出了一种构造收敛的轴对称非协调元方法# 

关键词  有限元  非协调元  轴对称  收敛性

中图分类号  O242

k 11 引   言

有关平面和空间问题非协调元方法及其收敛性研究目前已趋于完善[ 1, 2]# 然而, 关于轴

对称非协调元方法及收敛性研究则刚刚开始[ 3]# 鉴于文[ 3]已建立了轴对称非协调元收敛理

论,因而类似于平面和空间问题,建立一种收敛的轴对称非协调元方法已成为可能# 

众所周知, 第一个非协调元是Wilson元,但由于它对任意网格不能保证收敛, 许多学者对

它进行改进,得到了若干收敛的修正 Wilson 元[ 2, 4, 5] # 其中文[ 2]的结果最具有一般性,给出

了一个Wilson元类, 将以往各种改进的Wilson元包含在其中,成为特例# 本文将对轴对称问

题给出类似于文[ 2]的Wilson元类,并讨论其收敛性,从而建立一种收敛的轴对称非协调元一

般方法# 

k 21 轴对称 Wilson类非协调元及收敛性分析

为叙述方面,我们讨论下述二阶椭圆方程
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其中, �8 为x Oy 平面区域 8绕 z 轴旋转而成的R
3中轴对称区域, �# 为�8 边界,函数�f 关于 z 轴

对称# 方程(211) 的变分形式为求 �u I H
1
0( �8 ) 使得
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利用柱坐标: x = r cosH, y = r sinH, z = z , (212) 式等价于求 u I H
1
0r ( 8 ) 使得

Q8
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5 v
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5 z

5 v
5 z42

� � k 1 1

r drdz = Q8
f vr dr dz ,   P v I H

1
0r ( 8) (213)

其中 u = u( r , z ) = �u ( x , y , z ) , f = f ( r , z ) = �f ( x , y , z ) , H 1
0r ( 8 ) 为加权 Sobolev空间# 

有关加权 Sobolev 空间 H
1
0 r( 8 ) 的定义及有关性质可参见文[ 3] 或[ 6] # 

下面讨论问题( 213)的有限元方法# 进一步,假定 8是一个多边形# 对于任意 h > 0,记

�8 = G
K I K

h

K 为�8 的一个剖分, 其中每一个 K 为凸四边形,半径不大于 h,对任意 K 1, K 2 I Kh ,

K 1 H K 2为空集或 K 1 和 K 2的共同边界# 单元剖分Kh满足通常的正则性假设,即存在常数

R和 r 使得下式

hK [ Rhc
K , max

1 [ i [ 4
| cosHKi | [ r < 1 (214)

关于 K I Kh和h一致成立,其中 hK , h
c
K 和HKi 分别为K 的直径、最大内切圆直径和夹角# 记

V h 为问题(213) 的有限元空间,则相应的有限元法为求解 uh I V h 使得

    E
K I K

h
QK

5 uh
5 r

5 v h
5r +

5 uh
5z

5 v h
5z

rdrdz

= E
K I K

h
QK

f vhrdr dz ,   P v h I V h (215)

考虑四边形等参元,假定 A i = A i ( r i , z i ) , 1 [ i [ 4为 K 的顶点, Â i , 1 [ i [ 4为参考元 K̂

= [- 1, 1] @ [- 1, 1] 的顶点, Â 1 = (1, 1) , Â 2 = (- 1, 1) , Â 3 = (- 1, - 1) , Â 4 = ( 1, - 1)# 

定义双线性变换 FK I Q 1( K̂ ) 如下:

r
K
= r

K
( N, G) = E

4

i= 1

N i ( N, G) r i (216)

z
K
= z

K
( N, G) = E

4

i= 1

N i ( N, G) z i (217)

其中

    N i ( N, G) =
1
4
(1 + NiN) ( 1+ GiG) ,   ( i = 1, ,, 4)

则 FK 满足

      FK ( Â i ) = A i , 1 [ i [ 4, FK ( K̂ ) = K

定义函数类 5 如下:

5 = U I C
1
0( [- 1, 1] ) H C

2
( [- 1, 1] ) | Ud(0) = 1, ti

Q
1

- 1
U( t ) dt = 0 H UQ

1

- 1
tU( t ) dt =he 0 (218)

在参考元 K̂ 上,单元函数为

û = E
4

i= 1

N i ( N, G) û i + K1 Û1( N) + K2 Û2( G) (219)

其中 Û1, Û2 I 5# 在单元 K 上定义u = û#F- 1
K # 显然(219) 式给出一族单元,选取不同的 Û1

和 Û2 则可得到不同的单元函数,他们本质上都属改进的Wilson元# 

下面我们讨论上式给出单元的收敛性# 

引理 211[ 2]  对任意 U I 5, 有Q
1

- 1
Uc( t ) dt = 0,Q

1

- 1
tUc( t ) dt = 0
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记

    û
-
= E

4

i= 1

N i ( N, G) û i ( 2110)

    ûc = K1 Û1( N) + K2 Û2( G) ( 2111)
其中 Û1, Û2 I 5# 有下述定理

定理 211  对于 u = �u + uc,其中 �u = û
-

#F- 1
K , uc= ûc#F- 1

K , 则有

QK

5 uc
5 r rdr dz = QK

5 uc
5 z rdrdz = 0 ( 2112)

或等价形式

Q5K
ucN rr dl = Q5K

ucN z rdl = 0 ( 2113)

证明  由于 uc是由 U1 = Û1#F- 1
K , U2 = Û2#F- 1

K 张成的,所以只要证

QK

5Ui
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5 Ui
5 z rdrdz = 0,   ( i = 1, 2) ( 2114)

通过计算得

QK

5U1

5 r rdrdz = QK̂

5 Û1
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1
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# E
4
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(1 + NiN) (1+ GiG) r idNdG

>Q
1

- 1Q
1

- 1
Ûc( N) [ A0+ A1N+ A2 G+ A3NG+ A4N

2
+ A5 G

2
] dNdG ( 2115)

注意到

Q
1

- 1
N2 Ûc

1( N) dN= N2 Û1( N)
1

- 1
- 2Q

1

- 1
N̂U1( N) dN= 0 ( 2116)

再由引理 211易见( 2115)式为零, 即

QK

5U1

5 r rdrdz = 0

同理可证

QK

5U1

5 z rdrdz = QK

5U2

5 r r drdz = QK

5 U2

5 z r dr dz = 0 ( 2117)

定理得证# 

定理 211说明由式( 219)给出的轴对称非协调元通过分片检验# 众所周知,即使对于平面

问题分片检验也非严格意义下的非协调元收敛性条件[ 7]# 因此, 还需用更严格的收敛理论验

证上述轴对称非协调元的收敛性# 为此,给出文[ 3]的有关结论如下:

定义 211  x
B
11 ,x

B
nn 称为 x

A
11 ,x

A
nn 的严格高次项, 如果 Bi \ Ai , i = 1, ,, n 且存在 i 0 I

1, ,, n I使得 Bi
0
> Ai

0
# 
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定义 212  设 P = P ( x 1, ,, x n) 为 R
n 中有限次多项式, xA11 ,x

A
nn 为P 中某一项,如果 P

中无它的严格高次项,则称 x
A
11 ,x

A
nn 为P 的有效最高次项# 

定理 212 (强分片检验) [ 3]  设轴对称问题非协调函数在参考元 K̂ 上具有形式

û = E
m

i= 1
N i ( N, G) û i + K1 M̂ 1( N, G) + K2 M̂ 2( N, G) ( 2118)

且通过分片检验,即

Q5K
M iN rrdl = Q5K

M iN zrdl = 0,   ( i = 1, 2) ( 2119)

又 M i = M̂ i#F- 1
K 中分别存在有效最高次项N

s
iG
t
i , i = 1, 2使得

5 s
1
+ t

1 ûc

5Ns15Gt 1
=

5 s2+ t
2 ûc

5Ns25Gt2
=

5 s2+ t 2 M 1

5Ns25 Gt 2
=

5 s1+ t 1 M 2

5Ns15 Gt 1
= 0 ( 2120)

则此单元收敛# 

若限定 5 的元素为多项式,又 Û1( N) 和 Û2( G) 的有效最高次项 Np 和Gq均满足 p , q \2,

则由定理 212易验证单元收敛# 

k 31 集合 5 的结构

在实际应用中, 集合 5 多选取为多项式函数类# 有下述定理# 

定理 311  记 P 为多项式集合,对任意 v I 5 H P ,均可表示为

v = E
M

i= 1

ai ( t
2i
- 1) + t E

N

i= 1

bi ( t
2i
- 1) (311)

其中 M , N 为正整数,则 a i , bj , i = 1, ,, M , j = 1, ,, N 满足

a1 =
1
2 , E

M

i= 2

ia i
2i + 1 = -

1
6 (312)

    E
N

i= 1
bi

1
2 i + 3 -

1
3

� � N

= 0 (313)

证明  记

51 = U I C
1
0( [- 1, 1] ) H C

2
( [- 1, 1] ) Ud( 0) = 1,Q

1

- 1
U( t ) dt =2 01 (314)

52 = U I C
2
( [- 1, 1] ) Q

1

- 1
tU( t ) dt =d 0� � (d (315)

由文[ 2]定理 411,当 v I 51 时有

a1 =
1
2
, E

M

i= 2

iai

2i + 1
= -

1
6

(316)

另一方面,当 v I 52 时,有Q
1

- 1
tvdt = 0, 于是有

Q
1

- 1
t
2 E

N

i= 1
bi ( t

2i
- 1) dt = 0 (317)

经过计算得

    E
N

i= 1

1
2 i + 3

-
1
3

=bi = 0 (318)

注意到 5 = 51 H 52, 于是(312) 和(313) 式同时成立# 定理得证# 
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例  按定理 212要求 Û1( N) 和 Û2( G) 可选取为下述函数

Û1( N) =
1
2
( N2- 1) -

5
12
( N4- 1)

Û2( G) =
1
2
( G2 - 1) -

5
12
( G4- 1) 调函

(319)

或

Û1( N) =
1
2
( N2- 1) - 7

18
( N6- 1)

Û2( G) =
1
2
( G

2
- 1) -

7
18
( G

6
- 1)

( 3110)

等# 
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A Class of Wilson Arbitrary Quadrilateral

Elements for an Axisymmetric Problem

Gao Yan

( Depa r tm en t of Applied Mat hem a tics , Da lian Un iver st iy of Techn ology , Dalian 116024;

Depar t m en t of Ma them at ics and Phy sics , Yan shan Uni ver sit y ,

Qinhu an gdao 066004, P . R . Chin a )

Abstract

A class of modified Wilson arbitrary quadrilateral nonconforming elements for an axisymmetric

problem is proposed. Their convergence is proven by means of the strong patch test. The structure

of this finite element class is investigated. Thus a general method of axisymmetric nonconforming

elements with convergence properties is presented.

Key words  finite element, nonconforming element, axisymmetric, convergence
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