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摘   要

本文给出了在涡流区、场源区采用矢量磁位 A、标量电位 U, 而在非导电区( 气隙) 采用标量磁

位 8 , 来求解三维涡流问题的分区变分原理# 通过泛函变分能得到不同区域内的控制方程,自然

边界条件,以及满足电磁连续性要求的区域界面连续条件# 
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k 11 引   言

涡流场分析是电磁感应加热工艺和电机、变压器电磁设计中的一个重要问题# Chair 等

人
[ 1]

和 Simkin 等人
[ 2]

首先用矢量磁位 A 和标量电位 U, 求解了涡流问题( 称 A_U法)# 随后

Brown [ 3]提出了采用标量磁位 8 和矢量电位T 的T_8 法# 为应用有限元分析, 陈伟华[ 4] 较系

统地研究了 A_U法的泛函# 这些工作有力地推动了三维涡流场研究, 其缺点是未知量太多,

计算工作量大# 

实际涡流问题往往存在很大的非导电区域或气隙区, 在这些区域, 由于不存在电流, 场变

量实际可以大大减少# 因此,用单一的场变量 A , U或 T , 8 描写所有研究场域( 包括非导电

区) , 显然是不经济的# 但是在不同区域采用不同的场变量,在区域交界面上的电磁连续条件

又往往很难满足,得不到理想的结果# 

针对这一问题,为减少有限元分析中的节点自由度, 本文对涡流区、场源区采用场变量

A , U, 而在非导电区则采用场变量 8 ,研究并建立了能满足不同区域界面电磁连续条件的涡

流问题 A , U_8 法的分区变分原理# 通过泛函变分可以导得不同区域全部场域的控制方程、

自然边界条件和不同区域的界面连续条件# 为有限元分析提供理论基础# 

k 21 涡流问题的基本方程

假设涡流场为中低频率的正弦时变场# 由于 EX n R( E为介电常数, X为圆频率, R为电导

率) ,位移电流密度5D/ 5 t 与涡流电流密度Je 相比, 在正弦中低频率场中是小量,可以略去不
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计# 同时认为磁导率为各向同性,在不同的区域内其值不同,但在同一单元内为常数# 

涡流区、场源区在采用矢量磁位 A ,标量电位 U,并应用库仑规范 #̈A = 0 后,其基本方程

为[ 6] :

场域控制方程:

-
1
L
¨2

A + j XRA + R¨U= Js

- #̈( RA) -
1
j X

#̈( RU) = 0,   V I V e

#̈A = 0  言

( 211a, b, c)

变量关系:

B = ¨@ A, E = - jXA - ¨U (212)
本构关系:

B = LH, D = EE, Je = RE (213)
非导电区( 气隙区)当采用标量磁位 8 后,考虑到域内不存在任何电流,其基本方程为[ 6] :

场域控制方程:

- L¨2 8 = 0,   V I V n (214)
变量关系:

H = - ¨8 (215)
本构关系:

B = LH, Je = 0 (216)
涡流区、场源区与非导电区交界面,界面电磁连续条件为

[ 6]

n#¨Ae = - n @ Ln¨8n

n @ 1
Le
¨@ Ae� � �= - n @ ¨8n

Ren#( j XAe + ¨Ue ) = 0,   S I Sen

( 217a, b, c)

涡流区、场源区已知边界条件

A = A0, S I S 1

U= U0, S I S 2

H t = H t 0, S I S 3

E n = E n0, S I Se m 4

( 218a, b, c, d)

非导电区已知边界条件

8 = 80, S I S 5

Bn = Bn 0,   S I S 6

( 219a, b)

其中 H, B, E, D分别为磁场强度,磁感强度,电场强度和电感强度# J s 为场源电流密度; En ,

Bn 分别为E, B的法向分量; H t 为H的切向分量# V e, V n 分别为涡流区(包括场源区) 和非导

电区的体积, Sen 为这两个区域的交界面 # S 1, S 2, S 3, S 4, S 5, S 6 分别为已知边界值 A0, U0,

( H @ n) 0, En 0, 8 0, B n0 的边界# n 为界面或边界上的单位外法线矢量# 

k 31 A, U_8 法的分区变分原理

用加权残量法, 根据不同区域的场域控制方程( 211)、( 214) 式, 界面连续条件( 217)式,边
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界条件( 218)、( 219) 式,可以得到三维涡流问题,在库仑规范 #̈A = 0 下, A, U_8 法的分区变

分原理# 陈述如下:

在满足区域表面 S 1, S 2, S 5 上已知条件

A | S
1
= A0, U | S

2
= U0, 8 | S

5
= 8 0 ( 311a, b, c)

一切可能的 A , U, 8 中,实际涡流问题的 A , U, 8 必须使下列泛函取驻值:

F ( A , U, 8) =
1
2QV

e

1
L
( @̈ A)

2
+

1
L
( #̈A)

2
+ j XRA#A + 2R¨U#A

+
R
j X

( ¨U) 2
- 2A#Js d V +

1
2QV

n

L( ¨8 ) 2
d V - QS

3

( H t0#A) dS

+
R
j XQS

4

E n0UdS + QS
6

B n0 8dS - QS
en

( ¨8 @ A)#dS ( 312)

证明如下: 上式变分得

DF = QV
e

1
L( @̈ A)#D( @̈ A) +

1
L( #̈A) D( #̈A) + j XRA#DAI

+ R¨U#DA + RA#D( ¨U) +
R
j X

( ¨U)#D( ¨U) - Js#DA 8ad V

+ QV
n

L¨8#D( ¨8 ) d V - QS
3

( H @ n ) 0#DAdS +
R
j XQS

4

En0DUdS

+ QS
6

Bn0D8dS - QS
en

¨8 @ DA + ( D¨8 ) @ A的体 #dS ( 313)

设 A 1, A 2, A 3 为 A在三个坐标轴方向上的分量, l 1, l 2, l 3 为坐标单位矢量# 利用变分和

微分的可互换性和分部积分, 上式中各体积分项有:

QV
e

1
L
( @̈ A)#D( @̈ A) d V = QV

e

1
L

5 A 3

5 x 2
-

5 A 2

5 x 3展 #



= QV
e

1
L

5 A 1

5 x 1
+

5 A 2

5 x 2
+

5A 3

5 x 3

� � �

5
5 x 1

DA 1 +
5

5 x 2
DA 2+

5
5 x 3

DA 3问 题
,

d V

= -
1
LQV

e

52A 1

5 x
2
1
+

52
A 2

5x 25 x 3
+

52
A 3

5x 15 x 3
DA 1+

52
A 1

5 x 15x 2
+

52
A 2

5 x
2
2

+
52

A 3

5 x 25 x 3
! ! � DA 2

+
52A 1

5 x 15x 3
+

52
A 2

5 x 25 x 3
+

52
A 3

5 x
2
3L� DA 3 d V +

1
LRSc

( #̈A) DA#dS (316)

*QV
e

RA#D( ¨U) d V = - QV
e

R( #̈A) DUd V + RSc
RADU#dS (317)

*QV
e

R
jX
¨U#D( ¨U) d V = - QV

e

R
j X
¨2 UDUd V + RSc

R
jX

( ¨UDU)#dS (318)

*QV
n

L¨8#D( ¨8 ) d V = - QV
n

L¨2 8D8d V + RSd
L( ¨8D8 )#dS (319)

式中 Sc, Sd 分别为涡流区、非导电区的全部边界面# 

对( 313)式中最后一个面积分,利用矢量公式

    ¨@ ( D8 @ A) = ( ¨D8 ) @ A + D8¨@ A

    ( D8 @ DA )#n = ( n @ ¨8 )#DA

和斯托克斯公式,可以化成

* - QS
en

¨8 @ DA + ( D¨8) @ A

� � D

#dS

= - QS
en

( n @ ¨8)#DAdS - QS
en

¨@ ( D8A)#dS + QS
en

( D8 ¨@ A)#dS

= - QS
en

( n @ ¨8)#DAdS + QS
en

( D8¨@ A)#dS - RL
D8A#dL ( 3110)

其中涡流区与非导电区交界面周边的闭合线积分RL
D8A#dL = 0# 因为RL

A#dL 代表闭合

线所围曲面的磁通量值, 由磁通量连续性原理,对闭合的非导电区或闭合的涡流区, 此积分应

为零# 

将( 314) ~ ( 3110)式代入( 313)式, 整理后得

DF = QV
e

-
1
L
¨2

A + j XRA + R¨U- Js� � ##DA + - R #̈A -
R
j X
¨2D U  (DUA d V

+ QV
n

- L¨2 8 5� �(D8d V + RSc

1
L

( ¨@ A) @ n #y� �#DAdS + RSc

1
L
( #̈A) DA ndS

+ RSc
RA +

R
j X
¨U DU#dS + RS d

L( ¨8 ) D8#dS- QS
3

( H @ n) 0#DAdS

+
R
j XQS

4

E n0DUdS + QS
6

Bn0 D8dS - QS
en

( n @ ¨8)#DAdS + QS
en

( D8 ¨@ A)#dS

( 3111)
上式的面积分
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1
LRSc

( ¨@ A) @ n
� �� x

#DAdS 的边界Sc = S 1+ S 3+ Sen,且 S 1 上 DA = 0

RSc
RA +

R
j X
¨U� � � DU#dS 的边界Sc= S 2+ S 4+ Sen,且 S 2 上 DU= 0

RS d
L( ¨8 ) D8#dS 的边界Sd = S 5+ S 6+ Sen,且 S 5 上 D8 =3 0

( 3112a, b, c)
由于 DA , DU, D8, DA n 都是独立的变分, 当泛函取驻值时 DF = 0, 由(3111) 式可得 :

场域控制方程

    
-

1
L
¨2

A + j XRA + R¨U= J s

- R #̈A -
R
j X
¨2 U= 0!

V I V e ( 3113a, b)

    - L¨2
8 = 0,   V I V n ( 3114)

自然边界条件

    

1
L( ¨@ A) @ n = ( H @ n) 0,   S I S 3

[ j XRA + R¨U]#n = En 0, S I S 4

- L¨8#n = Bn0, S I S 6

#̈A = 0, S I Sc

( 3115a, b, c, d)

涡流区和非导电区的界面连续条件

    

1
L
( ¨@ A) @ n = n @ ¨8

- ¨@ A#n = L¨8#n
[ j XRA + R¨U]#n = 0

  S I Sen ( 3116a, b, c)

由此可以看到通过泛函取驻值,可以得到三维涡流问题 A , U_8 法,在库仑规范下( #̈A = 0)

的场域控制方程(211)、(214) 式, 区域界面连续条件( 217) 式, 自然边界条件 (218c, d) 式,

(219b) 式及边界上的库仑规范 #̈A = 0# 完全满足界面上的电磁连续条件# 这一变分原理

可以为有限元分析提供一种节点自由度较少的有效方法# 
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A Divided Region Variational Principle of A , U_8
Method for 3_D Eddy Current Problems

Zhao Xinghua   Shi Zhanwei

( S han gha i In st itut e of Applied Mat hem a tics an d Mechanics , S han gha i Un iver sity ,

Shan ghai 200072, P . R . China )

Abstract

In this paper, a divided region variational principle to solve 3_D eddy current problems was giv-

en. It adopts the magnetic vector potential A and the electric scalar potential U in the eddy current

rgeions and the source regions, and the magnetic scalar potential 8 in the non_conducting regions

( air gap). Using variation of the functional, all governing equations in various regions, the natural

boundary conditions and the interface continuity conditions which satisfy electromagnetic continuity

are obtained.

Key words  3_D eddy current field, divided region variational principle, A , U_8 mtheod, interface

continuity conditions
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