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摘   要

本文研究了局部附加主动约束阻尼层 ( LACL ) 板的主、被动杂交控制问题# 基于弹性、粘弹

性、压电材料的本构关系, 建立了系统的控制方程# 利用 Galerkin 方法和 GHM 方法将偏微分方程

转换为维数不高的常微分方程组, 应用 LQR 方法进行了数值模拟# 计算结果表明, 这种主动和被

动结合的杂交控制方式具有良好的控制效果# 

关键词  振动控制  主动约束  薄板

中图分类号  V215, O327, TH113

符  号  表

t b, ts , tc   板, 粘弹性层, 压电层的厚度

x 1, x 2, y 1 , y 2   粘弹性层, 压电层的边界坐标

ub , v b   板的中面在 x , y 方向的位移

uc , vc   压电层中面在 x , y 方向的位移

w   板, 粘弹性层, 压电层在 z 方向的位移

Qb , Qs ,Qc   板, 粘弹性层, 压电层材料的质量密度

Eb   板的应变向量

Rb   板的应力向量

D   板的弹性矩阵

E   板材料的弹性模量

M  板材料的泊松比

W, U  粘弹性层在 x , y 方向的剪切应变

Sx , Sy   粘弹性层在 x , y 方向的剪应力

g( t)   粘弹性材料的松驰函数

Ec   压电层的应变向量

Rc   压电层的应力向量

c   压电层的弹性矩阵

E z   电场强度

V ( t)   控制电压

M b , T b , Q b   板的内力

Q s   粘弹性层的内力

M c, T c, Q c   压电层的内力

f b
x, f b

y, qb   作用在板上的干扰力

qs   作用在粘弹性层上的干扰力

f c
x, f c

y, qc   作用在压电层上的干扰力

Q   输出加权矩阵

R   域函数或输入加权矩阵

k 11 引   言

各种粘弹性材料, 由于其良好的阻尼性能, 被广泛地用于抑制结构振动和振动噪声, 一个

重要的方式是使用约束阻尼层来被动地控制结构的振动# 振动能量, 主要是通过粘弹性层的

剪切而耗散# 这方面的研究已有大量的工作# 
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然而, 仅当振动频率比较高时, 这种方式才有效# 另外, 也难于适应复杂多变的环境载

荷# Liao
[ 1]

和 Shen
[ 2]

建议了主动约束层的概念, 并且研究了附加主动约束层阻尼梁的振动杂

交控制问题, 得到一些感兴趣的结果# Shen[ 3] 也研究了全部附加主动约束阻尼层复合材料板

的振动控制# 在其工作中, 使用了比例加导数控制方式, 设电压是坐标的分布函数, 这在实际

中是很难实现的# 

本文研究了局部附加粘弹性层和压电约束层板的控制问题, 建立了这种夹层板的偏微分

控制方程# 然后利用 Galerkin[ 4] 方法和 GHM [ 5] 方法, 将偏微分方程转换为阶数较低的常微分

方程组# 线性最优控制理论的 LQR 方法用于进行模拟计算# 结果表明, 这种杂交控制方式

对于板的振动控制是一种较好的方式# 

k 21 基 本 方 程

考虑一局部附加主动约束阻尼层的板, 如图 1 所示# 在系统建模中, 有如下基本假设:

图 1  局部附加主动约束阻尼层板

( a) 系统的变形服从克希霍夫理论# 

( b) 转动惯量忽略不计# 

( c) 仅粘弹性材料的阻尼被考虑# 

( d) 每层在 z 方向的位移是相等的# 

( e) 层间的位移是完全连续的# 

( f) 所施加的控制电压沿板平面是均匀的# 

211  本构方程
对于弹性板, 考虑弯曲和面内变形, 则

Eb = Eb0 + zK ( 211)

式中

Eb = Ex Ey Cxy

� � (

T
b

Eb0 = 5 ub / 5x 5 v b / 5y 5 ub / 5y + 5 v b / 5xz� �� T
b

K= - 52
w / 5 x

2 52
w /5 y

2 252
w /5 x5y

� � #T
b

本构方程为

Rb = DEb ( 212)

式中

Rb = Rx  Ry  Sxy ,
T
b

D =
E

1 - M2

1 M 0

M 1 0

0 0
1 - M

2

被广

( 211) 式代入( 212) 式, 得

Rb = DEb0 + zDK ( 213)

对于粘弹性层, 根据假设, 几何关系和变形如图 2 所示# 粘弹性层的剪应变可以表示为

W( x , y , t ) = 1 + ( tb + tc ) / 2 ts � ��5w / 5x + ( uc - ub) / t s ( 214)

U( x , y , t ) = 1 + ( t b + t c) / 2tsee� 5w / 5y + ( v c - v b) / ts ( 215)

线性粘弹性本构关系为
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图 2  夹层板的几何关系与变形

Sx ( x , y , t ) = Q
t

- ]
g ( t - N) W

#
( x , y , N) dN= g * W

#
( 216)

Sy( x , y , t ) = Q
t

- ]
g( t - N) U

#
( x , y , N) dN= g* U

#
( 217)

对于压电约束层, 几何方程为

Ec = Ec0 + zK ( 218)

式中

Ec = Ex Ey Cxy 板,
T
c , Ec0 = 5uc /5 x 5 v c /5 y 5 uc / 5y + 5v c/ 5 x完全� T

c

对于薄板, 通常压电层的极化方向为厚度方向, 且电场仅沿 z 方向作用, 所以, 本构关系

为

Rc = cEc - eEz ( 219)

式中

Rc = [ Rx  Ry  Sxy ]
T
c , c =

c11 c12 0

c21 c22 0

0 0 c66

b

� � /5

, e = [ e31  e32  0]
T

212  控制方程

从多层板中取一微分单元, 分离体图如图 3所示, 内力可表示如下:

图 3a  板的分离体图
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    图 3b  剪切层的分离体图            图 3c 约束层的分离体图

M b = [ M
b
x  M

b
y  M

b
xy ]

T
= Q

t
b
/ 2

- t
b
/ 2
Rbz dz ( 2110)

( 212) 式代入( 2110) 式, 得

M
b
x

M
b
y

M
b
xy

� � c

=

- d 0
52

w

5x
2 + M

52
w

5y
2

� � � �板

- d 0
52

w

5y
2 + M

52
w

5 x
2 5� � (

- d 0( 1 - M)
52

w
5 x5y

于薄 ( 2111)

式中

d 0 = Et
3
b / 12( 1 - M

2
)

T b = [ T
b
x  T

b
y  T

b
xy ]

T
= Q

t
b
/ 2

- t
b
/ 2
Rbdz

( 212) 式代入上式, 得

T
b
x

T
b
y

T
b
xy

� �2 3

=

d 1
5 ub

5 x
+ M

5 v b

5 y
7

d 1
5 v b

5y
+ M

5 ub

5x
R� � �b

g 1
5 ub

5y
+

5 v b

5 x
b

� � (D

� � 1

( 2112)

式中

d 1 =
Et b

1 - M
2,  g1 =

Et b

2( 1+ M)

类似地, 我们可写出约束层的内力如下:

M c = [ M
c
x  M

c
y  M

c
x y ]

T
= Q

t
c
/ 2

- t
c
/ 2
Rcz dz

T c = [ T
c
x  T

c
y  T

c
xy ]

T
= Q

t
c
/ 2

- t
c
/ 2
Rcdz

将( 219) 式代入上面两式, 得
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M
c
x

M
c
y

M
c
x y=

=

-
t

3
c

12
c11

52
w

5 x
2 + c12

52
w

5 y
2

� � 2 1

-
t

3
c

12
c21

52
w

5y
2 + c22

52
w

5 x
2

-
t

3
c

6
c66

52
w

5 x5y

( 2113)

T
c
x

T
c
y

T
c
xy

� � 0

=

t c c11
5 uc

5x
+ c12

5 v c

5 y

� � (

- tce13 Ez

tc c21
5 uc

5x
+ c22

5 v c

5 y
2

� � � -

- tce23 Ez

t c
5 uc

5 y
+

5 v c

5 x

� � #
( 2114)

定义一矩形函数表示局部主动约束层的区域, 亦称之为 R 域,

R ( x , y ) = [ H ( x - x 1) - H ( x - x 2) ] [ H ( y - y 1) - H ( y - y 2) ] ( 2115)

式中, H 为 Heaveyside. s函数# 

令

R x = 5R /5 x = [ D( x - x 1) - D( x - x 2) ] [ H ( y - y 1) - H ( y - y 2) ]

( 2116)

R y = 5R / 5y = [ H ( x - x 1) - H ( x - x 2) ] [ D( y - y 1) - D( y - y 2) ] ( 2117)

由图 3, 基于牛顿定律, 运动方程推导如下:

基板:

5T
b
x /5 x + 5 T

b
xy / 5y + SxR + f

b
x = Qbt b&ub ( 2118)

5T
b
y / 5y + 5T

b
xy /5 x + SyR + f

b
y = Qb tb&v b ( 2119)

5Q
b
x / 5 x + 5Q

b
y / 5y - p bR + qb = Qbt b &w ( 2120)

5M
b
y

5 y
+

5M
b
xy

5x
+

tb

2
SyR - Q

b
y = 0 ( 2121)

5M
b
x

5 x
+

5M
b
xy

5y
+

t b

2
SxR - Q

b
x = 0 ( 2122)

( 2121) 、( 2122) 式和( 2111) 式代入( 2120) 式, 得

- d0¨2¨2
w +

t b

2

5Sx
5 x

R + SxRx +
5Sy
5y

R + SyRyd e - p bR + qb = Qbt b &w ( 2123)

式中, ¨2
为拉普拉氏算子# 

( 2112) 式代入( 2118) 、( 2119) 式, 得

d 1
52

ub

5 x
2 + g1

52
ub

5y
2 + ( d 1M+ g 1)

52
v b

5 x5y
+ SxR + f

b
x = Qbtb&u b ( 2124)

d 1
52

v b

5y
2 + g1

52
v b

5 x
2 + ( d 1M+ g 1)

52
ub

5 x5 y
+ SyR + f

b
y = Qbtb&v b ( 2125)

粘弹性层:

因为粘弹性层仅作用在 R 域内, 所以

5Q
s
x / 5 x + 5Q

s
y / 5y - p c + p b + qs = Qsts &w ,   x , y I R ( 2126)

Q
s
x = Sx ts, x , y I R ( 2127)
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Q
s
y = Syt s, x , y I R ( 2128)

( 2127) 和( 2128) 式代入( 2126) 式, 得

ts 5Sx / 5x + 5Sy / 5y 1- p c + p b + qs = Qsts &w ,   x , y I R ( 2129)

约束层:

5 T
c
x

5 x
+

5 T
c
xy

5y
- Sx + f

c
x= Qct c&uc ,   x , y I R ( 2130)

5 T
c
y

5y
+

5 T
c
xy

5 x
- Sy + f

c
y= Qct c&v c,   x , y I R ( 2131)

5Q
c
x

5 x
+

5Q
c
y

5 y
- p c + qc = Qct c &w ,   x , y I R ( 2132)

5M
c
y

5 y
+

5M
c
x y

5x
+

t c

2
Sy - Q

c
y = 0,   x , y I R ( 2133)

5M
c
x

5 x
+

5M
c
x y

5y
+

tc
2
Sx - Q

c
x = 0,   x , y I R ( 2134)

( 2133) 、( 2134) 和( 2113) 式代入( 2132) 式, 得

-
t

3
c

12
c11

54
w

5 x
4 + ( c12 + c21 + 4c66)

54
w

5x
25 y

2 + c22
54

w

5 y
4基于

+
tc
2

5Sx
5 x

+
5Sy

5y
� �+ �+ qc + p c = Qct c &w ,   x , y I R ( 2135)

( 2113) 式代入( 2130) 和( 2131) , 得

tc c11
52

uc

5 x
2 + ( c12 + c66)

52
v c

5 x5y
+ c66

52
uc

5 y
2

� � (

- Sx + f
c
x- tce315Ez / 5x = Qct c&uc,   x , y I R ( 2136)

tc c6652
v c/ 5x

2
+ ( c21 + c66)52

uc /5 x5y + c2252
v c / 5y

2 1 2

- Sy + f
c
y- t ce325Ez /5 y = Qctc &v c,   x , y I R ( 2137)

做( 2123) 式+ ( 2129) 式@ R + ( 2135) 式@ R , 得

( Qb tb + ( Qsts + Qct c) R ) &w + d0¨2¨2
w

+
t

3
c

12
c11

54
w

5 x
4 + ( c12 + c21 + 4c66)

54
w

5x
25 y

2 + c22
54

w

5 y
4Q

� � (b

#R

- t b / 2 + ts + t c / 2b� ��5 (5Sx / 5x + 5Sy / 5y ) R - tb ( SxR x + SyR y) / 2

= qb + ( qs + qc) R ( 2138)

当电场强度 Ez 沿板平面均匀分布时, 主动约束层仅在边界处有5Ez / 5 x X 0,5Ez / 5y X

0# 此外, 由压电学理论

Ez = V ( t ) / t c ( 2139)

式中, V ( t ) 为控制电压# 

所以,

5Ez

5 x
=

V( t )
t c

[ D( x - x 1) - D( x - x 2) ] ( 2140)

5Ez

5y
=

V( t )
t c

[ D( y - y 1) - D( y - y 2) ] ( 2141)

( 216) 、( 217) 、( 2140) 和( 2141) 式相应地代入( 2138) 、( 2124) 、( 2125) 、( 2136) 和( 2137) 式, 并令
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th = t b / 2 + ts + tc / 2, h = 1 + ( tb + t c ) / 2t s

我们得

( Qb tb + ( Qsts + Qct c) R ) &w + d0¨2¨2
w

+
t

3
c

12
c11

54
w

5 x
4 + ( c12 + c21 + 4c66)

54
w

5x
25 y

2 + c22
54

w

5 y
4

� � (
- th hg *

53
w

5 x
25 t

+
53

w

5 y
25 t

c

� � ( &v

+
1
ts

g *
52

uc

5 x5 t
-

52
ub

5x 5t

� � ( q

c

+
1
t s

g *
52

v c

5y5 t
-

52
v b

5 y5 t

5

R -
t b

2 hg *
52

w
5 x5 t

Rx +
52

w
5y5 t

Rc y  �x

+
1
t s

g * ( u
#

c - u
#

b) R x +
1
ts

g* ( v
#

c - v
#

b) Ry = qb + ( qs + qc ) R ( 2142)

Qbt b&ub - d 152
ub /5 x

2
- g 152

ub / 5y
2
- ( d 1M+ g 1)52

v b / 5 x5y

- hg*
52

w
5 x5 t

R -
1
t s

g * u
#

cR +
1
t s

g * u
#

bR = f
b
x ( 2143)

Qbt b&v b - d152
v b / 5y

2
- g152

v b /5 x
2
- ( d 1M+ g1)52

ub /5 x5y

- hg*
52

w
5y5 t

R -
1
t s

g * v
#

cR +
1
ts

g* v
#

bR = f
b
y ( 2144)

Qct c&uc - tc c1152
uc / 5x

2
- ( c21 + c66)52

v c / 5x5 y + c6652
uc /5 y

y 2  �Q

+ hg*
52

w
5 x5 t

+
1
t s

g* u
#

c -
1
ts

g* u
#

b

= f
c
x- e31 V( t ) [ D( x - x 1) - D( x - x 2) ] ,   x , y I R ( 2145)

Qct c&v c - tc c6652
v c/ 5x

2
+ ( c21 + c66)52

uc /5 x5y + c2252
v c / 5y

2  $

+ hg* 52
w

5y5 t
+

1
t s

g* v
#

c -
1
ts

g * v
#

b

= f
c
y- e32 V( t ) [ D( y - y 1) - D( y - y 2) ] ,   x , y I R ( 2146)

关于边界条件, 对于基板来说, 同一般情况的边界条件是一样的, 而约束层在 x , y 方向的

边界处总是自由的, 即有

5 uc

5x
x = x

1
x= x

2

= 0,  5 v c

5y
y= y

1
y= y

2

= 0

( 2142) ~ ( 2146) 式即为具有主动约束阻尼层板的控制方程# 

k 31 离散化与控制方程

具有主动约束阻尼层板的控制方程( 2142) ~ ( 2146) 式是偏微分方程, 直接求解是很困难

的# 如果仅低频振动需要被控制, 可用 Galerkin [ 4]方法将偏微分方程转换为常微分方程组:

M g&r + K gr + Cg # g * Ûr = Qg + Ug ( 311)

式中, r 为一新的广义坐标; Mg 和K g 为广义坐标中的质量和刚度矩阵; Cg 为与粘弹性层有关

的系数矩阵; g( t ) 为粘弹性材料的松驰函数; Qg 和Ug 分别为载荷向量和控制向量# (参看附

录)

在( 311) 式中有卷积积分项, 它表示了粘弹性层的性质# 粘弹性层的动力学特征有许多描

述方式# 本文利用 GHM 方法
[ 5]

处理( 311) 式中的卷积积分项# 在 GHM 方法中, 粘弹性材料
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的性质用下式表示

sG ( s ) = G
] 1 + E

n

k= 1
Kk

s
2
+ 2F̂kX̂ks

s
2
+ 2F̂kX̂ks + X̂

2
k) ( 312)

式中, G ( s) 为松驰函数g ( t ) 的拉普拉氏变换; s 为拉氏变量; G
]
为g ( t ) 在平衡状态时的值;

Kk , F̂k , X̂k 为模型参数# 当 n = 1 时, 令 F̂1 = F̂, X̂1 = X̂, K1 = K, ( 311) 式可被写为

M&N+ CÛN+ KN= #N+ UN ( 313)

式中 N= [ r
T

, z
T

]
T

而 z 的拉普拉氏变换为

�z ( s ) =
X̂

2

s
2
+ 2F̂̂Xs + X̂2�r ( s)

以及

M =

Mg 0

0 K
G

]

X̂
2 Cg

, C =

0 0

0 K
2 F̂G

]

X̂ Cg
c

K =
K g + G

]
( 1 + K) Cg - KG ]

Cg

- KG
]

Cg KG
]

Cg
5� � (

#N=
Qg

0
5� � (, UN =

Ug

0

在实际计算中, 广义坐标的维数还进一步降低, 这是因为矩阵 Cg 通常有零特征值, 以致矩

阵 M 是非正定的# 

在本文中, LQR 最优控制理论被用于确定主动控制增益# 方程( 313) 以状态方程形式可

写为

Ûx = Ax + Bf + �B V ( t ) ( 314)

y = �Cx ( 315)

式中 A =
0 I

- M
- 1

K - M
- 1

C
2 , x = [ N

T  ÛN] T

B 和�B 分别为扰动矩阵和控制矩阵; �C 是输出矩阵; V ( t ) 为控制电压# 

目标函数为

J = Q
]

0
( y

T
Qy + V

T
R V) dt ( 316)

式中, Q 和R 分别为关于输出和输入的半正定和正定加权矩阵# 那么控制律为

V( t ) = - K cx ( 317)

控制增益为

K c = R
T
B
-

P ( 318)

这里, P 满足黎卡提方程

A
T
P + PA - PB

-

R
- 1

B
- T

P + Q = 0 ( 319)

k 41 数 值 算 例

考虑一 014 @ 014m2 的矩形板, 四边简支, 结构参数和材料参数如表 1 所列# 
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在模拟计算中, 一个脉冲载荷作用在板的 ( x q , yq) 处, 载荷可以表示为

qb ( x , y , t ) = F ( t ) D( x - x q) D( y - y q)

式中

F ( t) =
1,   0 [ t < 012

0,   012 [ t (

表 1

a  014m E  711 @ 1010N/ m2 b  014m M 013

x 1  0105m Qb  2700kg/ m3 x 2  013m Qs  1250kg/ m3

y1  0105m Qc  7500kg/ m3 y 2  012m G ]  516 @ 106N/ m2

t b  01001m X̂  1000rad/s t s  01001m K 1

t c  01001m F̂ 4 xq  012m Ec  613 @ 1010N/ m2

yq  012m d 31  25410pm/ V d 32  25410pm /V

应用 Galerkin 方法离散偏微分方程, 这里设

w ( x , y , t ) = E
3

j= 1
W j ( x , y ) Aj ( t )

ub( x , y , t ) = E
3

j= 1

U bj ( x , y ) Bj ( t )

v b( x , y , t ) = E
3

j = 1
V bj ( x , y ) Cj ( t )

uc ( x , y , t ) = E
3

j = 1

Ucj ( x , y ) Gj ( t )

v c ( x , y , t ) = E
3

j= 1
Vcj ( x , y ) Lj ( t )

式中

W j ( x , y ) = sin
mP
a

x sin
nP
b

y ,   ( m , n) = ( 1, 1) , ( 1, 2) , ( 2, 1)

Ubj ( x , y ) = cos
mP
a

x sin
nP
b

y ,   ( m , n) = ( 1, 1) , ( 1, 2) , ( 2, 1)

Vbj ( x , y ) = sin
mP
a

x cos
nP
b

y ,   ( m , n) = ( 1, 1) , ( 1, 2) , ( 2, 1)

Ucj ( x , y ) = cos
mP
a

x sin
nP
b

y ,   ( m , n ) = ( 1, 1) , ( 1, 2) , ( 2, 1)

Vcj ( x , y ) = sin
mP
a

x cos
nP
b

y ,   ( m , n) = ( 1, 1) , ( 1, 2) , ( 2, 1)

在 LQR 最优控制中, 加权矩阵取为 Q = Q0 Q k , 其 Q0 为标量, Q k 为一已知矩阵# R 在

这里也为标量# 

当 ts 趋于零时, 系统成为完全主动控制# 图 4( a) 、( b) 表示了响应 w ( 2a / 3, 2 b/ 3, t )# 

在图 4( a) 中, 虚线是无控制时的响应( ts 接近于零, 无控制电压) ; 实线为完全主动控制的结果

( ts 接近于零, Q0 = 106
, R = 1)# 在图 4( b) 中, 虚线表示的是纯被动控制的结果 ( ts =

01001m) ; 实线表示的是杂交控制的结果( t s = 01001m, Q 0 = 106
, R = 1)# 图 4( c) , ( d) 表示

的是完全主动控制和杂交控制所需的控制电压, 显然杂交控制比完全主动控制更为有效, 且需
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图 4  响应和控制电压曲线

要较低的控制电压# 

) : ts = 0; ,: ts = 01 001m ; - #- : ts = 01 002m ; ) : ts = 01003m

图 5  阻尼比和最大控制电压和关系

增加 Q 0 的值, 意味着要求抑制更多的振动, 以致更高的控制电压被增加# 图 5 给出的

曲线描述在不同的粘弹性厚度 t s时, 阻尼比与最大控制电压之间的关系# 由图可见, 阻尼比

同最大控制电压之间的关系几乎是线性的# 杂交控制的阻尼比线的斜率比完全主动控制的

阻尼比线的斜率小, 因此, 两条线随着最大控制电压的增加将相互交叉# 这说明, 当控制电

压比较低时, 杂交控制的效果优于完全主动控制, 杂交控制比完全主动控制产生了更大的阻
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尼系数# 虽然当控制电压比较高时, 完全主动控制好于杂交控制, 但对于工程结构来说, 是不

实际的, 因为过高的控制电压会使得被控系统的安全性下降# 此外在图 5( b) 中, 随着最大控

制电压的变化, F2 没有任何变化, 这是因为在本例中, 第二阶模态和第三阶模态有同样的频率

但振型不同, 由于载荷的位置, 第二阶模态未被激起, 系统的响应没有第二阶模态响应, 因而第

二阶振动不能被主动控制抑制# 

k 51 结 束 语

在本文中给出了局部附加主动约束阻尼层板的偏微分方程, 进而利用 Galerkin 和 GHM

方法将其转换为常微分方程组# 这个工作为进一步建立有限元模型奠定了基础# 数值算例结

果表明, 杂交控制不仅具有主动控制功能, 而且具有被动控制功能, 特别是, 杂交控制比完全主

动控制, 在达到同样的控制效果时, 需要较小的控制电压# 杂交控制的实际实施, 还需进一步

研究# 

附   录

使用 Galerkin 方法, 方程( 21 42) ~ ( 2146) 式可以被离散化, 设

w ( x , y , t ) = E
N

j = 1

W j ( x , y ) Aj ( t ) ( A1)

ub( x , y , t ) = E
N

j = 1

U bj ( x , y ) Bj ( t) ( A2)

vb ( x , y , t) = E
N

j = 1

V bj ( x , y ) Cj ( t) ( A3)

uc( x , y , t) = E
N

j = 1

Ucj ( x , y ) Gj ( t ) ( A4)

vc( x , y , t ) = E
N

j = 1

Vcj ( x , y ) Lj ( t ) ( A5)

式中, Aj , Bj , Cj , Gj 和Lj 为新的广义坐标; Wj , U bj , V bj , Ucj 和 V cj 分别为相应于 w , ub , v b, uc 和 v c 的展

开函数# (2142) ~ ( 2146) 式可转换为

M hr
##
+ K gr + Cg # g* r

#
= Qg + Ug ( A6)

式中 r = [ A B C G  L] T ( A7)

式中

A = [ A1 , AN ] , B= [ B1 , BN ] , C= [ C1 , CN ]

G = [ G1 , GN ] , L = [ L1 , LN ]

Mg =

[ M A
ij ]

[ M B
ij ]

[ MC
ij ]

[ M G
ij ]

[ ML
ij ]

�) ( A8)

式中

MA
ij = Q

a

0Q
b

0
Qbtb W iW jdxdy + Q

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

( Qs ts + Qctc) Wi W jdxdy ( A9)

M B
ij = Q

a

0Q
b

0
Qbtb Ubi Ubjdxdy ( A10)
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MC
ij = Q

a

0Q
b

0
Qbtb V bi V bjdxdy ( A11)

M G
ij = Q

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

QctcUci Ucjdxdy ( A12)

ML
ij = Q

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

QctcV ci V cjdxdy ( A13)

K g =

[ K AA
ij ] 0 0 0 0

0 [ K BB
ij ] [ K BC

ij ] 0 0

0 [ K CB
ij ] [ K CC

ij ] 0 0

0 0 0 [ K GG
ij ] [ K GL

ij ]

0 0 0 [ K LG
ij ] [ K LL

ij ]

N� � � ( A14)

式中

K AA
ij = d 0Q

a

0Q
b

0
W i

54 Wj

5 x 4 + 2
5 4 Wj

5 x 25 y 2 +
5 4 Wj

5 y 4 v� � � bdxdy +
t3

c

12Q
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

W i c11

5 4 Wi

5 x 4式中

+ ( c12+ c21 + 4c66)
5 4 Wj

5 x 25 y 2 + c22
5 4 Wj

5 y 4
G dxdy ( A15)

K BB
ij = - Q

a

0Q
b

0
Ubi d 1

52
Ubj

5 x 2 + g1
5 2

Ubj

5 y 2
�

� � ( A

dxdy ( A16)

K BC
ij = - Q

a

0Q
b

0
( d1M+ g 1) U bi

5 2 V bj

5 x5 y
dxdy ( A17)

K CB
ij = - Q

a

0Q
b

0
( d1M+ g 1) V bi

52 Ubj

5 x5 y
dxdy ( A18)

K CC
ij = - Q

a

0Q
b

0
V bi d1

5 2 V bj

5 x 2 + g1
5 2 V bj

5 y 2
� �,dxdy ( A19)

K GG
ij = - tcQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

U ci c11
5 2 Ucj

5 x 2 + c66
52 Ucj

5 y 2

� �1 2

dxdy ( A20)

K GL
ij = - tcQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

( c12 + c 66) Uci

52 Vcj

5 x5 y
dxdy ( A21)

K LG
ij = - tcQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

( c21 + c 66) V ci

5 2 Ucj

5 x5 y
dxdy ( A22)

K LL
ij = - tcQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

V ci c66

52 V cj

5 x 2 + c22

5 2 V cj

5 y 2 dxdy ( A23)

Cg =

[ CAA
ij ] [ CAB

ij ] [ CAC
ij ] [ CAGij ] [ CAL

ij ]

[ CBA
ij ] [ CBB

ij ] 0 [ CBGij ] 0

[ CCA
ij ] 0 [ CCC

ij ] 0 [ CCL
ij ]

[ CGA
ij ] [ CGB

ij ] 0 [ CGGij ] 0

[ CLA
ij ] 0 [ CLC

ij ] 0 [ CLL
ij ]

C

� �15

( A24)

式中

CAA
ij = - (�CAA

ij + �CAA
ij ) ( A25)

�CAA
ij =

thh

2tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

W i

5 2 Wj

5 x 2 +
5 2 Wj

5 y 2
i� �= �dxdy ( A26)

�CAA
ij =

tbh

4 tsQ
y

2

y
1

W i ( x 1, y )
5 Wj

5 x x = x
1

- W i ( x 2 , y )
5 Wj

5 y x = x
2� � 屯

dy ( A27)

CAB
ij = �CAB

ij + �CAB
ij ( A28)

�CAB
ij =

th

tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

W i

5 Ubj

5 x
dxdy ( A29)
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�CAB
ij =

tb

2tsQ
y

2

y
1

Wi ( x 1, y ) U bj ( x 1 , y ) - W i ( x 2 , y ) Ubj ( x 2 , y )

� � ( Q

dy ( A30)

CAC
ij = �C AC

ij + �C AC
ij ( A31)

�CAC
ij =

th

tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

W i

5 Vbj

5 y
dxdy ( A32)

�CAC
ij =

tb

2 tsQ
x

2

x
1

W i ( x , y 1) V bj ( x , y 1) - Wi ( x , y 2) Vbj ( x , y 2 )

� � i

dx ( A33)

CAG
ij = - (�C AG

ij + �CAG
ij ) ( A34)

�CAG
ij =

th

tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

W i

5 Ucj

5 x
dxdy ( A35)

�CAG
ij =

tb

2 tsQ
y

2

y
1

W i( x 1, y ) Ucj( x 1 , y ) - W i( x 2, y ) Ucj( x 2 , y ) dy ( A36)

CAL
ij = - (�CAL

ij + �CAL
ij ) ( A37)

�CAL
ij =

th

tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

W i

5 V cj

5 y
dxdy ( A38)

�CAL
ij =

tb

2tsQ
x

2

x
1

Wi ( x , y 1) Vcj ( x , y 1) - W i ( x , y 2) V cj ( x , y 2x )� �(y dx ( A39)

CBA
ij = -

th

tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

Ubi

5 Wj

5 x
dxdy ( A40)

CBB
ij =

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

Ubi Ubjdxdy ( A41)

CBG
ij = -

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

Ubi U cjdxdy ( A42)

CCA
ij = -

h
2tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

Vbi

5 W j

5 y
dxdy ( A43)

CCC
ij =

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

V bi V bjdxdy ( A44)

CCL
ij = -

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

V bi V cjdxdy ( A45)

CGA
ij =

th

2 tsQ
x

2

x
1
Q

y
2

y
1

Uci

5 W j

5 x
dxdy ( A46)

CGB
ij = -

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

Uci Ubjdxdy ( A47)

CGG
ij =

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

Uc iU cjdxdy ( A48)

C
LA
ij =

h
2tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

V ci

5 W j

5 y dxdy ( A49)

CCL
ij = -

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

Vci V bjdxdy ( A50)

C LL
ij = -

1
tsQ

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

V ci Vcjdxdy ( A51)

Qg = [ QA
i ]

T  [ QB
i ]

T  [ QC
i ] T  [ QG

i ] T  [ QL
i ]

T

� �'

T
( A52)

式中

QA
i = Q

a

0Q
b

0
( qb + ( qs + qc) R ( x , y ) ) W idxdy ( A53)

QB
i = Q

a

0Q
b

0
f b

x U bidxdy ( A54)
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QC
i = Q

a

0Q
b

0
f b

y V bidxdy ( A55)

QG
i = Q

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

f c
x Ucidxdy ( A56)

QL
i = Q

x
2

x
1
Q

y
2

y
1

f c
y Vcidxdy ( A57)

Ug = [ 0  0 0  [ UG
i ] T  [ UL

i ] T ] T ( A58)

式中

U G
i = - e31 V ( t) ( y 2- y 1)Q

x
2

x
1

Uci[ D( x - x 1 ) - D( x - x 2) ] dx ( A59)

UL
i = - e32 V ( t ) ( x 2 - x 1)Q

y
2

y
1

V ci[ D( y - y 1) - D( y - y 2 ) ] dy ( A60)
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The Hybrid Control of V ibration of Thin Plate with

Active Constrained Damping Layer

Zhang Xinong   Zhang Jinghui
( Xi . an Jia oton g Univ er sity , Xi. an 710049, P . R . Chin a )

Abstract

This paper concerns in the active and passive hybrid control of vibration of the thin plate with

Local Active Constrained damping Layer(LACL). The governing equations of system are formulated

based on the constitutive equations of elastic, viscoelastic, piezoelectric materials. Galerkin method

and GHM method are employed to transform partial differential equations into ordinary ones with a

lower dimension. LQR method of classical control theory is used in simulating calculation. Numeral

results show that the active and passive hybrid control manner obtained in this paper is a better one

for vibration control of the plate.

Key words  vibration control, active constraint, sandwich plate
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