
论文编号: 1000_0887( 1999) 01_0071_78

交替方向隐格式稳定性和收
敛性的改进

X

程爱杰

山东大学数学系,济南 250100

(苏煜城推荐)

摘要:  交替方向隐格式是数值求解高维抛物型方程的主要方法之一, 考虑二维变系数抛物

型方程
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本文研究两个著名的交替方向隐式差分格式 ) ) ) P_R 格式和 Douglas 格式的稳定性和收敛性, 对

常系数情形(即函数 a 和 b 均为常数) , 文献已证明了按离散 L 2 范数的绝对稳定性和二阶收敛性,

结论是完善的,但所用 Fourier 分析方法不能推及一般变系数问题# 文献采用了能量方法研究 P_R

格式的稳定性和收敛性,但由于目的是 L 2估计以及使用了/ L 2 范数与 H 1 半范数等价0, 所得到的

L 2稳定性和收敛性结论是很不完善的# 本文采用 H 1 能量估计方法,证明了格式按离散 H 1 范数

是稳定的,并且收敛阶为 O( $t 2+ h2 ) , 改进了已有结果# 

关键词:  P_R 格式;  Douglas格式;  变系数抛物型方程;  H 1 能量估计方法;  稳定性和

收敛性

分类号:  O241182   文献标识码:  A

引   言

交替方向隐式差分格式产生于五十年代,至今仍是数值求解高维问题的主要方法之一# 

原有的关于交替方向隐格式的稳定性、收敛性某些结论并不完善,本文将进一步研究并改进这

些结论# 

考虑如下二维变系数抛物方程初边值问题
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= f ( x , y , t )

( ( x , y ) I 8 , t I (0, T ] ) ,

u ( x , y , 0) = u0( x , y )   ( ( x , y ) I 8) ,

u ( x , y , t ) = 0   ( ( x , y ) I 5 8, t I (0, T ] ) ,_

(1)

(2)

(3)

其中, 8 = (0, 1) @ ( 0, 1) 为平面方形域, a, b, f , u0 为已知函数# 
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对 8 进行网格划分, x , y 方向网格步长均取为h, x i = ih, yj = j h, 0 [ i , j [ N , N =
1
h

为正整数,时间步长取为 $t , t
n

= n$t , 记 w ij = w ( x i , yj ) , w
n

= w ( t
n
) , w

n
ij = w ( x i , yj ,

t
n
) ,用 D�x , Dx 表示x 方向的一阶向后、向前差商算子, D�x ( aDx ) 表示二阶中心差商算子, d t表示

时间方向上的差商算子, 即

  d tw
n

=
w

n+ 1
- w

n

$t
,

  D�xw ij =
w ij - w i- 1, j

h
,   Dxw ij =

w i+ 1, j - w ij

h
,

  D�x ( aDxw ) ij = D�x ( aDx ) w ij = h
- 2

[ a i+ /: , j ( w i+ 1, j - w ij ) -

a i- /: , j ( w ij - w i- 1, j ) ] ,

  ai+ /: , j =
ai+ 1, j + aij

2
# 

类似定义 y 方向差商算子D�y , Dy , D�y( bDy) , bi, j+ /: # 

用 U表示差分解, P_R格式源于如下可分裂格式

  1 -
$t
2
D�x ( a

n+ /: Dx ) ) 81-
$t
2
D�y ( b

n+ /: Dy)面方 d t U
n
ij =

     [ D�x ( a
n+ /:

Dx ) + D�y ( b
n+ /:

Dy) ] U
n
ij + f

n+ /:
ij  , (4)

其中, a
n+ /:

= a( t
n+ /:

) , t
n+ /:

= ( n +
1
2

) $t , b
n+ /: 、f n+ /: 类似# 引进中间变量 U

n+ /:
, (4) 可

分裂成如下交替方向隐格式

  

U
n+ /:
ij - U

n
ij

$t / 2
- D�x ( a

n+ /: Dx ) U
n+ /:
ij - D�y ( b

n+ /: Dy ) U
n
ij = f

n+ /:
ij ,

U
n+ 1
ij - U

n+ /:
ij

$t / 2
- D�x ( a

n+ /: Dx ) U
n+ /:
ij - D�y ( b

n+ /: Dy) U
n+ 1
ij = f

n+ /:
ij ,耦合

(5)

(6)

这就是著名的 P_R格式
[ 1]

, 是最早的关于抛物型方程的交替方向隐格式# 

( 4)可按另一种方式分裂,得到著名的 Douglas格式[ 2]

  

U
n+ /:
ij - U

n
ij

$t
- D�x ( a

n+ /:
Dx )

U
n+ /:
ij + U

n
ij

2 - D�y ( b
n+ /:

Dy) U
n
ij = f

n+ /:
ij ,

1-
$t
2
D�y ( b

n+ /: Dy ) *

� � '

( U
n+ 1
ij - U

n
ij ) = ( U

n+ /:
ij - U

n
ij )# 1

(7)

(8)

不论是 P_R格式还是 Douglas格式, 都等价于格式( 4) ,它们都具有一维隐式形式,实际计

算只需求解三对角线性代数方程组# 

1  稳定性、收敛性的已有结论

考虑到边界条件( 3)是齐次的,定义离散 L
2
内积及范数

  3v , w 4 = E
N - 1

i, j= 1
v ij #w ij #h

2
,   +v +h = 3v , v 4/: # 

Peaceman D. W. 和 Rachford H. H . 在关于 P_R格式的奠基性论文[ 1]中, 采用 Fourier

分析方法研究了模型问题(系数 a、b 均为 1)的稳定性和收敛性,但 Fourier分析方法并不适用

于一般变系数问题# 借鉴偏微分方程理论中的能量方法, Lees M . [ 3]最早引入能量估计方法

研究差分格式的性质,此后能量方法逐渐成为数值分析的主要手段之一# 在交替方向隐格式
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理论分析中首先使用能量方法的是 Lees M . [ 4] ,从方法论上看,能量方法的引入使我们能够有

效地解决传统的 Fourier分析无法处理的问题,但该文关于 P_R格式稳定性结论是

  + U
n +2

h [ [ 4N- 8K+ ( 1+ 4K) 2] + U
0 +2

h (111)

其中, K= $t / h
2
为网比# 

  F=

1
2       (当 4K [ 1) ,

4K-
1
2

(当 4K> 1)# 

此结论被作者称为按范数 + # +h 无条件稳定性,但注意一下右端乘子与网比 K有关,所以其

所谓/无条件稳定0并不是对任何网比都一致的稳定,当 $t 固定而h 趋于 0时, + U
n +h 可能

无限制地增大,也就无稳定可言; 只有当 K小于任一给定常数时, 才能保证格式是稳定的# 文

中关于收敛性结论似乎更严重,其结论为

  +( u - U)
n +2

h [ ( c + F) E
n

k= 1

+R
k +2

h$t , (112)

其中, c 为常数, F同上; R 为截断误差, | R | = O ($t
2
+ h

2
) ,很显然,由于受 F的影响,其收

敛阶达不到 O( $t
2
+ h

2
) ,比如当 $t = O( h) 时,其收敛阶仅为 O

$t
/:

h
( $t

2
+ h

2
)

)

,造成这

种不理想结论的原因有两个,一是作者目的是 L
2估计,其次是使用了所谓/ L

2范数与H
1半模

的等价性0(原文引理 2) ,而这一等价性与网比有关# 

Douglas格式发表于 1962年[ 2] , 其数值分析同样仅限于常系数模型问题, 所用 Fourier 分

析方法难以推广到一般变系数问题# Douglas J. Jr.和 Gunn J. E. 在 1964年发表的总结性论

文[ 5]中, 把交替方向隐格式纳入一个统一公式, 沿用了 Fourier分析方法, 虽然研究对象包括了

一般变系数问题, 然而结论相当弱; 首先是一般性地给出了稳定性的充分条件( $th
- 4足够

小) ,这一条件太过苛刻, 另外, 为了克服算子 D�x ( aDx )与 D�y ( bDy)不可交换性带来的困难, 作者

定义了一个与 $t 有关的范数5#6,得到了格式按此范数的稳定性,原文作者指出,并不存在一

个与 $t 和h 无关的范数与5#6等价; 由此可见,作为稳定性使用范数5#6未免过于牵强甚至背

离稳定性原意# Lees M .在对此文的评述中[ 6]指出对一般变系数问题仍需进一步研究;据查

阅,包括原苏联数学家的工作[ 7, 8]在内, 尚未发现更好的结论# 

本文试图进一步研究前述两交替格式, 采用能量方法, 与文献不同的是, 我们的目标不

是 L
2模估计而是 H

1模估计# 本文结论是, 当 $t 小于某个与函数a, b 有关的常数时, 格式

(4) 按离散H
1范数是稳定的, 同时证明了最佳收敛阶 O( $t

2
+ h

2
)# 我们的结论不需要在时

间步长 $t和空间步长h之间加任何限制; 而且所得收敛性包含了文献中相应结论, 并有本质

性改进# 

2  稳定性分析

对函数 a , b 作如下基本假定, 存在正常数 a* , a
*

, b* , b
*

, at , bt 使得

  a* [ a( x , y , t ) [ a
*

,   b* [ b( x , y , t ) [ b
* ,

  5 a
5 x

[ a1,   5 a
5 y

[ a1 ,

  5 b
5 x

[ b 1,   5 b
5y

[ b1 ,
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  5 a
5 t

[ at ,   5 b
5 t

[ bt ,

对 ( x , y ) I 8, t I [ 0, T ] 一致成立# 

采用记号

  | w
n

| 1x = [ E
N- 1

i, j= 0
a

n
i+ /: , j # ( Dxw

n
ij )

2 # h
2
]

/: ,

  | w
n

| 1y = [ E
N- 1

i, j = 0
b

n
i, j+ /: # ( Dyw

n
ij )

2 # h
2
]

/: ,

  | w
n

| h1 = ( | w
n

|
2
1x + | w

n
|
2
1y)

/: ,

  + w
n +h1 = ( +w

n +2
h + | w

n
|
2
h1)

/: ,

此处 + # +h1为离散H
1
范数,与函数 a( x , y , t ) , b( x , y , t ) 有关,下面给出另一个离散H

1
范

数

  ||| w ||| h1 = +w +2
h + E

N - 1

i , j= 0
[ ( Dxw ij )

2
+ ( Dyw ij )

2
] # h

2� � � /:
,

它与前面定义的范数 + # +h1 是等价的,易知

  1

1+ a
*

+ b
* +w +2

h1 [ ||| w |||
2
h1 [ 1+

1
a*

+
1

b*

(

+ w +2
h1 (211)

引理 211(分部求和公式)  若对 0 [ j [ N 有 w 0j = wN j = 0,则

  - E
N- 1

i= 1
D�x ( aDx ) v ij # w ij = E

N - 1

i= 0
a i+ /: , j # Dxv ij # Dxw ij (212)

下面研究( 4)的稳定性,考察右端为齐次的方程,令( 4)与 d tU
n 作离散L

2 内积,有

  3d t U
n
, d t U

n4- 3D�x ( a
n+ /:

Dx )
U

n+ 1
+ U

n

2 , d tU
n4-

      3D�y ( b
n+ /: Dy )

U
n+ 1

+ U
n

2
, d tU

n4+

      $t
2

4
3D�x ( a

n+ /: Dx ) D�y ( b
n+ /: Dy) d t U

n
, d tU

n4= 0 (213)

左端项依次为 A 1, A 2, A 3, A 4;显然

  A 1 = +d t U
n +2

h

利用引理 211,并注意到齐次边界条件,有

  A 2 = E
N- 1

i = 0
E

N- 1

j= 1

a
n+ /:
i+ /: , j # Dx

U
n+ 1
ij + U

n
ij

2
# Dxd tU

n
ij # h

2
=

1
2$t E

N- 1

i , j= 0
[ a

n+ 1
i+ /: , j # ( Dx U

n+ 1
ij )

2
- a

n
i+ /: , j # ( Dx U

n
ij )

2
] # h

2
+

1
2 E

N- 1

i, j = 0

a
n+ /:
i+ /: , j - a

n+ 1
i+ /: , j

$t
# ( Dx U

n+ 1
ij )

2 # h
2
+

1
2 E

N- 1

i, j = 0

a
n
i+ /: , j - a

n+ /:
i+ /: , j

$t
# ( Dx U

n
ij )

2 # h
2 S

A 21 + A 22+ A 23 ,

  A 21 =
1
2

d t | U
n

|
2
1x ,

  | A 22+ A 23 | [ 1
4

at

a*
( | U

n+ 1
|
2
1x + | U

n
|
2
1 x ) # 
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同样处理 A 3 # 

  A 3 =
1

2$t E
N- 1

i , j= 0
[ b

n+ 1
i , j+ /: # ( Dy U

n+ 1
ij )

2
- b

n
i , j+ /: # ( Dy U

n
ij )

2
] # h

2
+

1
2 E

N- 1

i, j = 0

b
n+ /:
i , j + /: - b

n+ 1
i , j+ /:

$t
# ( Dy U

n+ 1
ij )

2 # h
2

+

1
2 E

N- 1

i, j = 0

b
n
i , j+ /: - b

n+ /:
i , j+ /:

$t
# ( Dy U

n
ij )

2# h
2 S A 31 + A 32+ A 33 ,

  A 31 =
1
2

d t | U
n

|
2
1y ,

  | A 32+ A 33 | [ 1
4

bt

b*
( | U

n+ 1
|
2
1y + | U

n
|
2
1y) # 

对 A 4的处理先采用对 i 的分部求和再采用对 j 的分部求和# 

  A 4 = -
$t

2

4 E
N- 1

i = 0
E

N - 1

j= 0
a

n+ /:
i+ /: , j # Dx [ D�y( b

n+ /:
Dy) d tU

n
ij ] # Dxd t U

n
ij # h

2
=

$t
2

4 E
N- 1

i, j= 0
Dx [ b

n+ /:
i , j+ /: # Dyd tU

n
ij ] # Dy [ a

n+ /:
i+ /: , j # Dxd tU

n
ij ] # h

2
=

$t
2

4 E
N- 1

i, j= 0
b

n+ /:
i , j+ /: # DxDyd tU

n
ij # a

n+ /:
i+ /: , j # DyDxd t U

n
ij # h

2
+

$t
2

4 E
N- 1

i, j= 0
b

n+ /:
i , j+ /: # DxDyd tU

n
ij # Dyan+ /:

i+ /: , j # Dxd t U
n
i , j+ 1 # h

2
+

$t
2

4 E
N- 1

i, j= 0
Dxb

n+ /:
i , j + /: # Dyd tU

n
i+ 1, j # a

n+ /:
i+ /: , j # DyDxd tU

n
ij # h

2
+

$t
2

4 E
N- 1

i, j= 0
Dxb

n+ /:
i , j + /: # Dyd tU

n
i+ 1, j # Dyan+ /:

i+ /: , j # Dxd tU
n
i, j+ 1 # h

2 S

A 41 + A 42+ A 43+ A 44

注意到 DxDy = DyDx ,使用柯西不等式

  A 41 =
$t

2

4 E
N- 1

i, j = 0
a

n+ /:
i+ /: , j # b

n+ /:
i , j+ /: # ( DxDyd tU

n
ij )

2 # h
2 \ 0

  A 42 | =
$t

2

4
# 1

2 E
N- 1

i, j = 0

a
n+ /:
i+ /: , j # b

n+ /:
i , j+ /: # ( DxDyd tU

n
ij )

2 # h
2
+

1
4

# 1
2 E

N- 1

i, j = 0

( Dya
n+ /:
i+ /: , j )

2 # b
n+ /:
i , j+ /:

a
n+ /:
i+ /: , j

# ( $t # Dxd tU
n
i, j+ 1)

2 # h
2 [

1
2

A 41+
a
2
1 # b

*

4a
2
*

( | U
n+ 1

|
2
1x + | U

n
|
2
1x) ,

同理

  | A 43 | [ 1
2

A 41 +
b
2
1 # a

*

4b
2
*

( | U
n+ 1

|
2
1y + | U

n
|
2
1y) ,

  | A 44 | [
a
2
1

4a*
( | U

n+ 1
|
2
1x + | U

n
|
2
1x ) +

b
2
1

4b*
( | U

n+ 1
|
2
1y + | U

n
|
2
1y ) # 

综合上述估计, 我们有
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  +d tU
n +2

h +
1
2

d t ( | U
n

|
2
1x + | U

n
|
2
1y ) [

     1
2

Q ( | U
n+ 1

|
2
1x + | U

n+ 1
|
2
1y + | U

n
|
2
1x + | U

n
|
2
1y) , (214)

此处

  Q = max
1
2

a t

a*
+

a
2
1 b

*

a
2
*

+
a
2
1

a*N� � 1 ,
1
2

bt

b *
+

b
2
1a*

b
2
*

+
b
2
1

b*2

� � # h

2

� � S A

(215)

将( 214)写为
  2+ d tU

n +2
h + d t | U

n
|
2
h1 [

     Q ( | U
n+ 1

|
2
h1+ | U

n
|
2
h1) (216)

注意到

  d t + U
n +2

h [ 23d tU
n
, U

n+ 14 [

+d tU
n +2

h + + U
n+ 1 +2

h (217)

将之加到( 216)上,得

  d t + U
n +2

h1 [ ( Q + 1) + U
n+ 1 +2

h1 + Q | U
n

|
2
h1

令

   $t [ 1
2( Q + 1)

,即 1 - $t ( Q + 1) \ 1
2 , 有

  + U
n+ 1 +2

h1 [ 1 +
3Q + 2

1 - ( Q + 1)$t
$td

� � (t

+ U
n +2

h1 [ , [

(1 + M$t )
n+ 1 + U

0 +2
h1 [

e
MT + U

0 +2
h1 (218)

对( n + 1) [ T /$t 成立,此处 M = 2(3Q + 2) # 

定理 211  假定函数 a , b 满足基本假定, 则当 $t [ 1
2( Q + 1)

时, 格式(4) 按范数 + #

+h 1是稳定的# 

因为不需要对网比 $t / h
2加任何限制,故( 4) 是绝对稳定的; 再注意到(211)式, ||| #||| h1与

+# +h1是等价的,知定理211的结论对 ||| #||| h1范数亦成立,而范数 ||| #||| h1与函数 a( x , y , t ) ,

b( x , y , t ) 无关# 

3  收敛性分析

记 | w | c
k = sup

5Aw
5 x

A
15 y

A
2

, ( x , y ) I 8 , 0 [ A [ k , 0 [ t [ T0

� � (D

其中, A= A1 + A2; A1, A2 \ 0

将方程( 1)在 ( x i , yj , t
n+ /:

) 离散得

  d tu
n
ij - D�x ( a

n+ /: Dx)
u

n+ 1
ij + u

n
ij

2
- D�y ( b

n+ /: Dy )
u

n+ 1
ij + u

n
ij

2
+

      $t
2

4
D�x ( a

n+ /: Dx) D�y ( b
n+ /: Dy ) d tu

n
ij =

      f
n+ /:
ij + R

n+ /:
ij (311)

此处 R 为截断误差,利用 Taylor 展开不难发现

  | R | [ M
*

($t
2
+ h

2
) , (312)
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M
*

= M
*

| a | c
3, | b | c

3, | u | c
4,

5 u
5 t c

4
,

52u
5 t

2
c
2
,

53
u

5 t
3

c
0

� � + |

表示与括号中项有关的正

常数# 

记差分解与精确解之间误差为 P, P= u - U,利用和第 2节中同样的推导过程,易得

  d t +Pn +2
h1 [ ( Q + 1) +Pn+ 1 +2

h1+ Q | P
n

|
2
h1+ +R

n+ /: +2
h

其中, Q 定义见第 2节# 对 n 从 1到 m 求和,注意到 P0 = u
0

- U
0

= 0, 有

  1
$t

+Pm+ 1 +2
h1 [ ( Q + 1) +Pm+ 1 +2

h1+ (2Q + 1) E
m

n= 1
+ P

n +2
h1 + E

m

n= 1
+R

n+ /: +2
h

(313)

令 $t <
1

2( Q + 1)
,即 1 - $t ( Q + 1) >

1
2

, 有

  +Pm+ 1 +2
h1 [ 2( 2Q + 1) E

m

n= 1
+Pn +2

h1$t +

2 E
m

n= 1
+ R

n+ /: +2
h$t

利用 Gronwall引理得

  +Pm+ 1 +2
h1 [ 2e

MT E
m

n= 1
+R

n+ /: +2
h$t (314)

其中, M = 2(2Q + 1) , 由(312) 易知, (314) 意谓着格式(4) 的收敛阶按 + # +h1 范数应为

O( $t
2

+ h
2
) # 

定理 311  假定方程( 1)的系数适当光滑且满足基本假定,则差分格式( 4) (或 P_R格式和

Douglas格式)的解按离散 H
1 范数 + # +h1 收敛到精确解,收敛阶为 O( $t

2
+ h

2
) # 

范数 + # +h 1与函数 a , b 有关,由( 212) ,它与 ||| #||| h1等价,故知上述结论对范数 ||| #||| h1

亦成立# 

显然,我们得到的收敛性结论不仅包含了[ 4]中结论,而且有本质的改进# 

致谢  袁益让教授、梁栋教授提出了宝贵建议,谨致谢意# 
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Improvement on Stability and Convergence

of A. D. I. Schemes

Cheng Aijie

Depa r tm ent of Mat hem a tics , Shan dong Un iver sit y , J inan 250100, P R China

Abstract: Alternating direction implicit( A. D. I. ) schemes have been proved valuable in the ap-

proximation of the solutions of parabolic partial differential equations in multi_dimensional space.

Consider equations in the form

    5 u
5 t

-
5
5 x

a( x , y , t )
5 u
5 x

2

� � ( h

-
5
5 y

b ( x , y , t)
5 u
5 y

m� � , 注意 = f

Two A. D. I . schemes, Peaceman_Rachford scheme and Douglas scheme will be studied. In the lit-

erature, stabilit y and convergence have been analysed with Fourier Method, which cannot be ex-

tended beyond the model problem with constant coefficients. Additionally, L 2 energy method has

been introduced to analyse the case of non_constant coefficients, however, the conclusions are too

weak and incomplete because of the so_called/ equiverlence between L
2 norm and H

1 semi_norm0 . In

this paper, we try to improve these conclusions by H 1 energy estimating method. The principal re-

sults are that both of the two A. D. I. schemes are absolutely stable and converge to the exact solu-

tion with error estimations O($ t 2+ h2 ) in discrete H 1 norm. This implies essential improvement of

existing conclusions.

Key words: P_R scheme; Douglas scheme; parabolic partial differential equation; variable coeff-i

cient; H 1 energy estimating method; stability and convergence

78 程    爱    杰


