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域外奇源分布法场点解的唯一性
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摘要:  应用奇源解的核函数沿距离递减的条件和积分不等式, 可证这类奇源在凸域外分布

只要满足以它产生的响应来表达的边界条件时,所引起相应的域内场点解是唯一的# 文中给出这

类奇源的部分例子,如 Kelvin 的点力, 点圆力偶( PRC)等# 并给出 PRC 分布解回转体扭转问题的

场点解的唯一性证明作为应用例# 
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概   述

将奇异的源分布在研究域之外,令问题的边界条件得到满足而求解该问题的方法称为域

外奇源分布法( SSORDM )# 通常在域外连续地分布奇源可获非奇异积分方程# 如[ 1]所述,

奇点源的分布的应用最早见流体力学的源汇分布法, 不过, 那时并没有将问题归结为积分方

程# 在固体力学方面,作者在 1979年应用 SSORDM 于回转体扭转[ 2] , 1981年用于桩[ 3]的分

析, Wu和Alt iero
[ 4]
( 1981)用于板的弯曲分析# 其后, 作者等人将 SSORDM 用于分析一系列

弹性轴对称、非轴对称,静力的和动力的问题, 粘弹性问题等[ 5~ 17]# 和边界元法( BEM )相比,

不管导出的方法如何, BEM 以在边界上的场点和源点重合时具有奇异性为特征, SSORDM 比

BEM 在计算上因没有奇异性而大为简单# 然而, BEM 应用甚广且为人熟知, 这是什么原因?

原因可能是 SSORDM (或称非奇异积分方程法 NSIEM )在理论上还不成熟, 其中包括方法的

解的唯一性问题# BEM ,视作由奇点源在边界上分布而导出, 是不存在解的唯一性问题的,因

为边界只有一个# 而域外奇源分布( SSORD)却可以有许多# 若两种以上的 SSORD都满足边

界条件,试问它们引起的域内场点解是唯一的吗? 如果答案是否定的,则 SSORDM 不可行# 

因此,解的唯一性问题对 SSORDM (或 NSIEM )是关键# 作者在文[ 18]中在证明 NSIEM 的解

的唯一性时应用延拓 Fredholm 积分方程理论至域外去论证相应的齐次积分方程只有零解# 

这种证明就算成立也难于应用到实际, 因为对一给定的核函数很难证明它是否封闭# 本文放

弃文[ 18]的证明思路,应用许多奇源解的核函数具有沿距离增加而递减的性质以及积分不等

式,就能证明这类奇源在凸域外分布只要满足以它引起的响应来表达的边界条件时,域内场点

相应的解是唯一的# 文中给出这类奇源的部分例子, 如 Kelvin点力,点圆力偶( PRC)等# 并

给出 PRC分布解回转体扭转问题的场点解的唯一性证明作为一应用例子# 
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1  SSORDM 场点解的唯一性证明

首先,我们简述域外奇源分布法( SSORDM )# 图 1为域外奇源分布法的示意图# A
+ 和

A
- 分别表示以5 A 为边界的研究的凸域的域内和域外# 在域外 A

- 中的一围线 L 上分布有

集度为 x ( t ) 的源(源可以是点力,热, 电荷等) , 在这些源的作用下, 空间中任一场点 s 的响应

y ( s ) (响应可以是位移、应力、温度等) 可表为

图 1  凸域外奇源分布法( SSORDM)示意图       图 2 点圆力偶 PRC 域外分布解回转体

扭转问题示意图

  QL
K ( s, t ) x ( t ) dt = y ( s) , (111)

式中,核函数 K ( s, t ) 代表单位源作用于源点 t引起场点s 的响应,是一已知函数,即源的基本

解(如 Kelvin的点力解等)# (211) 式中的 K , x , y 可以是矩阵,如

  K ( s, t ) =
K 11( s, t ) K 12( s, t )

K 21( s, t ) K 22( s, t )
M 用,  x ( t ) =

x 1( t )

x 2( t )
管导 ,  y ( s ) =

y 1( s )

y 2( s )
甚广 ,

代表由可以见不同的源 x 1( t ) , x 2( t ) 引起不同的响应 y 1( s) , y 2( s ) # 

由于源的基本解已满足问题的控制方程(如 Kelvin 点力解满足 Navier 方程) , 它的任意的

线性组合也必然满足线性的控制方程# 剩下的问题只需满足边界条件# 设( 111)式的响应
y ( s ) 在边界上为已知函数 u

)
( s ) ,即

  QL
K ( s, t ) x ( t ) dt = u) ( s)   ( L < A

-
, s I 5 A ) , (112)

( 112)式代表边界条件# ( 112)式是一 Fredholm 非奇异积分方程# 因为源的基本解 K ( s, t )

在源点 t和场点 s 重合时才具奇异性, 如今在域外分布源点 s X t 不会有奇异性 # 一旦由

(112) 式求得 x ( t ) 后, 域内任一场点的响应可由(111) 式求得 # 以上是 SSORDM 或称

NSIEM# 

其次我们来证明解的唯一性# 

设

  0 < K ( s0, t ) < K ( s , t ) , (113)

式中, s 是线段s0 t 中的一点,即

  s = 5 s0 + ( 1- A) t   (0 < A< 1) , (114)
则

  $y ( s 0) = QL
K ( s0, t )$x ( t ) dt [ QL

K ( s , t ) $x ( t ) dt = $y ( s) , (115)

式中, $x ( t ) = | x 1( t ) - x 2( t ) | ,
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 $y ( s0) = | y 1( s0) - y 2( s 0) | ,  $y ( s) = | y 1( s) - y 2( s ) | # 

证明:

  $y ( s ) - $y ( s0) = QL
[ K ( s, t ) - K ( s0, t ) ] $x ( t ) dt# (116)

利用( 113)式和积分不等式,对任意可积函数 f ( x )有QL
| f ( x ) | dx \ 0,可知(116) 式左边大

于或等于零# 于是(116) 式给出

  $y ( s 0) [ $y ( s ) ,

即( 115)式成立# (证完)

今取 s0 I A
+
(凸) , t I L < A

-
,对 P t必 v s I 5 A , 使(114) 得到满足# 设在 L 上有

两种奇源分布 x 1( t ) 和 x 2( t ) ,它们皆满足以核函数满足(113) 式的积分表示式(112) 作为边
界条件时,即

  QL
K ( s, t ) $x ( t ) dt = $y ( s ) = $u) ( s ) = 0# (117)

据( 115)式,得
  $y ( s 0) = 0   ( s0 I A

+
) , (118)

( 118)式表示与边界条件( 112)相应的域内场点 s 0的响应 y ( s0) (由于满足边界条件,此时的场

点响应称为场点解) 是唯一的# 

注: ( 1) 以上证明可推广到两种奇源集度 x 1 ( t) 和 x 2( t) 分别分布在两条围线 L 1 < A - 和 L 2 < A - 的情

形# 此时只需引入一条线 L 3 < A - 将 L 1 和 L 2连起,将 L 1+ L 2+ L 3 = L 视作一条 L ,则在 L 上有两种奇

源分布 :

11 x ( t ) = x 1( t) ( t I L 1 ) ; x ( t ) = 0 ( t I L 2, t I L 3)

21 x ( t ) = x 2( t) ( t I L 2 ) ; x ( t ) = 0 ( t I L 1, t I L 3)

于是按上述证明来处理# 

( 2) 连同补充其它条件(例如对弹性力学问题,用解的唯一性定理) ,可以论证域内场点的不和边界条件

( 11 2)相应的其它响应的解的唯一性# 例如当边界条件( 11 2)用位移条件给出时,欲证域内场点的应力的解唯

一,还需加上弹性理论解的唯一性定理# 

2  满足条件( 113)的核函数

许多奇源解的核函数都满足( 113)式# 以下是一部分例子# 

( 1) 各向同性的线弹性全空间中的点力解( Kelv in解) [ 19] :

  K ( s, t ) = | u ij ( s , t ) | = | [ 16P(1 - M) Gr ]- 1[ (3- 4M) Dij + r , ir , j ] | , (211)
式中, G , M分别为剪切模量和 Poisson比, u ij 单位力沿j 方向作用于源点t 引起场点s 沿 i方向

的位移# r = | s - t | 为源点 t 到场点 s的距离# r , i = 5r /5 x si , r , j = 5 r /5 x sj , x si , x sj 为场

点 s 的坐标分量# Dij = 1, i = j ; Dij = 0, i X j , i , j = 1, 2, 3# 

  K ( s0, t ) = | u
0
ij ( s 0, t ) | = | [ 16P(1- M) G r 0]

- 1
[ ( 3- 4M) Dij + r 0, i r 0, j ] | , (212)

式中,  r 0 = | s0- t | > r = | s - t | = A| s0 - t |   (0 < A< 1) , (213)
  r 0, i = r , i ,  r 0, j = y , j# (214)

比较( 211) , ( 212)式,可见
  K ( s, t ) > K ( s 0, t ) > 0
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即满足( 113)式,即核函数沿源、场点距离的增加而递减# 

同样可证点力引起的应力的核函数亦满足( 113)式# 

( 2) 将点力 P沿z = O平面、半径 r = a圆心在原点O的圆周切向均匀地分布,此力系当

a y 0称为/点圆力偶 M 00( PRC) 作用于 O

  M 0 = 2PPa2   ( a y 0) , (215)
积分 Kelvin点力解可以求得点圆力偶 M 0作用于 t (0, - t ) 时引起全空间中场点 s( r , z ) 的位

移和应力分量[ 2, 16] 为:

  ( U, V , W ) = (0, M 0 r / (8PGR
3
) , 0) , (216)

  
SHr ( r , z ) = - 3M 0 r

2
/ (8PR 5) ,

SHz ( r , z ) = - 3M 0r ( z + t ) / (8PR
5

2 ) ,
(217)

式中, R = [ r
2
+ (2+ t )

2
]
1/ 2

, G 为剪切模量# 当场点 s ( r , z ) 位于场点 s 0( r 0, z 0) 和源点

t (0, - t ) 的联线s 0 t中的任一处时, 以(216) , (217) 式作为核函数皆满足(113) 式,即

  K ( s, t ) = | V | > K ( s 0, t ) = | V 0 | = | M 0 r 0/ (8PGR
3
0) | , (218)

  K 1( s, t ) = | SHr ( r , z ) | > K 1( s 0, t ) = | SHr ( r 0, z 0) | = | 3M 0 r
2
0/ (8PR

5
0) | , (219)

  K 2( s , t ) = | SHz ( r , z ) | > K 2( s 0, t ) = | SHz ( r 0, z 0) | = | 3M 0 r 0( z 0+ t) / (8PR 50) | ,

( 2110)
式中,  R 0 = [ r

2
0+ ( z 0+ t)

2
]
1/ 2

,  r / R = r 0/ R 0

  ( z + t ) / R = ( z 0+ t) / R 0,  R 0 > R

( 3) 点源在 t ,场点在 s 的稳态温度场的基本解[ 1] 为:

  u = q / ( 4Pkr ) ( 2111)
式中, q , k 为常数, r = | s - t | 为源点到场点的距离# 

3  应用例子 ) ) ) 点圆力偶( PRC)分布解回转体扭转问题场点解的唯
一性证明

图 2表示 PRC域外分布解回转体扭转问题的示意图# 设母线 Q= Q( z ) 的凸回转体位于

z > 0区,在 t ( = - z ) 轴( H> L ) 分布集度为 x ( t ) 的 PRC,令空间中 Q= Q( z ) 回转面为零

应力面, 由此可得一 Fredholm积分方程并可求出解 x ( t )
[ 2, 16]# 于是场点 s 0( r 0, z 0) 的位移和

应力分量为:

  V = [ r 0/ (8PG ) ]Q
L

0
(1/ R 3t ) x ( t ) dt , (311)

  
SHr = - [ 3 r 20/ (8P) ]Q

L

0
( 1/ R 5t ) x ( t ) dt ,

SHz = - [ 3r 0/ ( 8P) ]Q
L

0
[ ( z 0+ t) / R

5
t ] x ( t ) dt ,

(312)

式中, L 为 PRC分布长度# R t = [ r
2
0+ ( z 0 + t)

2
]
1/ 2# 扭矩 MT 与 x ( t ) 的关系由平衡条件

给出

  M T = 2PQ
Q( z )

0
SHr ( r , z ) r

2
dr (313)

以上是 SSORDM 解回转体扭转问题的简介# 
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至于回转体扭转问题的边界条件,在此表为各截面的扭矩均等于端面的以( 312)和( 313)
来定出的扭矩# (圣维南原理在此不适用作端面扭矩处理)# 

设有一种以上的SSORD,例如 x 1( t ) 和 x 2( t ) ,都使图2的端面 z = z 1的边界条件得到满

足,即得

  $SHz ( r 1, z 1) = [ 3r 1/ (8P) ]Q
L

0
[ ( z 1 + t ) / R

5
1t ] $x ( t ) dt = 0, (314)

式中, R 1 t = [ r
2
1+ ( z 1+ t)

2
]
1/ 2

, $x ( t ) = | x 1( t ) - x 2( t ) |

据( 115)式,有
  $SHz ( r 0, z 0) = 0,   s0( r 0, z 0) I A

+
, (315)

即域内场点 s 0( r 0, z 0) 的剪应力 SHz ( r 0, z 0) 是唯一的# 再应用弹性理论解的唯一性,可知位

移 V( r 0, z 0) ,应力 SHr ( r 0, z 0) 也唯一# 

结论:奇源解若满足( 213)式, 则满足边界条件( 212)的域外奇源分布引起域内场点相应的
解唯一# 
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Uniqueness of Solution of Field Point of Singular

Source Outside_Region_Distribution Method

Yun Tianquan

Depar t m en t of Mechan ics , Sout h Chin a Un iver sity of Techn ology ,

Guangzhou , 510641, P R Chin a

Abstract: The uniqueness of solution of field point, inside a convex region due tosingular source( s)

with kernel function decreasing with distance increasing, outside_region_distribution(s) such that the

boundary condition expressed by the response of the source( s) is satisfied, is proved by using the

condition of kernel function decreasing with distance increasing and an integral inequality. Examples

of part of these singular sources such as Kelvin. s point force, Point_Ring_Couple (PRC) etc. are giv-

en. The proof of uniqueness of solution of field point in a twisted shaft of revolution due to PRC dis-

tribution is given as an example of application.

Key words: solution of singular soures; singular source outside_region_distribution method; non_sin-

gular integral equation method; boundary element method; line_loaded integral

equation method
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