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一类拟线性椭圆型方程下解的先验估计
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摘要:  本文在一定的结构条件下, 对如下形状的拟线性椭圆型方程

  QG
¨v # A( x , u, ¨u) + vB( x , u, ¨u) icdx = 0,   P v I ÜW 1

p ( G)

的下解作出了新的先验估计,发展了 Gilbarg_Trudinger的某些结果# 
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设 G 是n 维欧氏空间En 中的有界区域,在 G 中考虑下面形状的椭圆方程

    QG
v̈ # A( x , u, ü) + vB( x , u, ¨u) dx = 0,   Pv I ÜW1

p ( G) , (1)

其中 u I W
1
p( G) , 1 < p < n, A( x , u, N) 和 B ( x , u, N) 是定义在 G @ E1 @ En 上的函数,对固

定的 x 关于u, N连续,而对固定的 u, N关于 x 可测并分别满足

    

ü #A( x , u, ¨u) \| ü |
p
- d( x ) | u |

p
- f 0( x ) ,

| A( x , u, ü) | [ J | ¨u | p- 1
+ b( x ) | u |

p- 1
+ f 1( x ) ,

| B ( x , u, ü ) | [ c( x ) | ü |
p- 1
+ d( x ) | u |

p- 1
+ f 2( x] ) ,

(2)

其中 J \ 1为常数, b ( x ) , c( x ) , d ( x ) 和 f i ( x ) ( i = 0, 1, 2) 是 G 上的非负函数且满足如下条

件 :

    b( x ) I Ln/ (p- 1) ( G) , c( x ) I Ln/ (1- R) ( G) , d( x ) I Ln/ (p- R) ( G ) ,

R I (0, 1) ,     (3)

    

f i ( x ) I L s
i
( G) ,   ( i = 0, 1, 2) ,

s0 \1, s1 \ p
p - 1

, s2 \ np
np - ( n - p )

# F
(4)

称 u I W
1
p ( G ) 为方程(1) 的下解,如果有

    QG
v̈ #A( x , u, ¨u) + vB( x , u, ühe ) dx = 0,

Pv I ÜW1
p ( G) , v \ 0#        (1)c

由[ 1]或[ 2]知,若 u I W
1
p ( G) 是方程(1) 的下解且存在常数 M ,使
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    ( u - M)
+
= max( u - M, 0) I ÜW1

p ( G) , (5)

那么成立如下断言:

( � ) 若出现在( 4)中的 s0, s2满足

    1 [ s0 <
n
p
,

1
s2
=

p - 1
p
如下 1

s0
+

1
n
, (6)

那么

    ( u - M)
+ I L q̂( G ) ,

1
q̂
=

1
p s0
-

1
n
=

p
p - 1

先验分
1
ps2
-

1
n

� � n

> 0, (7)

并且有

    +( u - M )+ +L
q̂
( G) [ C { +( u - M) + +L

1
( G) + | M | +

        +f 0 +1/ p
L
s
0
( G) + +f 2 +1/ ( p- 1)

L
s
2
( G) } , (8)

其中常数 C > 0与 u, M 及f i ( i = 0, 1, 2) 无关;

( � ) 若 s0 > n/ p , s 2 > n/ p ,则( u - M) + I L ] ( G) , 并且

    +( u - M )+ +L
]
( G) [ C { +( u - M )+ +L

1
(G) + | M | +

        +f 0 +1/ p
L
s
0
( G) + +f 2 +1/ ( p- 1)

L
s
2
( G) }# (9)

倘若补充假定

    b( x ) = d( x ) = 0, (10)

那么代替( 8)和( 9) ,分别成立

    +( u - M )+ +L
q̂
( G) [ C { | M | + +f 0 +1/ p

L
s
0
( G) + +f 2 +1/ ( 1- p )

L
s
2
( G) } , (8)c

其中 s0, s2 满足(6) 而 q̂ 仍由(7) 决定;

    +( u - M )+ +L ] ( G)
[ C { | M | + +f 0 +1/ p

L
s
0
( G) + +f 2 +1/ (1- p )

L
s
2
( G) } , (9)c

其中的 s0, s2 > n/ p # 

断言( 9)c可见Gilbarg_Trudinger[ 1]第 9章定理 917, 然而断言( 8)c在过去的文献中未见到

过,而且[ 1]中用于证明( 9)c的方法不能用来证明( 8)c# 本文则指出当补充假定( 10)成立时,

+( u - M)+ +L
1
( G) 可以估计出来,然后(8)c和(9)c可以分别由(8) 和(9) 得到# 即有

定理  设 u I W
1
p ( G ) 是方程(1) 的下解并且满足条件( 5) ,又设条件(2) ~ (4) 和(10) 成

立,则有

    +( u - M )+ +L
q
( G) [ C { | M | + +f 0 +1/ p

L
1
( G) + +f 2 +1/ (p- 1)

L
np / ( np- ( n- p ) )

( G) } , (11)

其中常数 C > 0与 u, M 及f i 无关,且 1/ q = 1/ p - 1/ n # 
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Abstract: A new priori estimate of lower solution is made for the following quasilinear elliptic equa-

tion:

  QG
v̈ #A( x , u, ¨u) + vB( x , u, üC )� dx = 0,   P v I ÜW1

p ( G ) # 

The result presented in this paper enriches and extends the corresponding result of Gilbarg_Trudinger.
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