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摘要:  本文提出了一类求解大型区间线性方程组的并行区间矩阵多分裂松弛算法, 并在系

数矩阵是区间H_矩阵的条件下, 建立了这类算法的收敛理论# 

关键词:  并行算法;  区间矩阵多分裂;  松弛;  收敛性

分类号:  O24116   文献标识码:  A

引   言

用 IR
n 和 IR

n@ n 分别表示实n 维区间向量和实n @ n 区间矩阵# 给定 A I IR
n@ n 非奇异

(即所有的 �A I A 均非奇异) , b I IR
n
, 为了确定集合

  S = �x I R
n
| �A�x = �b , �A I A, �b I b le,

Frommer 和Mayer
[ 1]

于 1989 年率先运用区间矩阵多分裂的概念, 建立了一类并行区间矩阵多分

裂算法, 并在一定条件下, 证明了这类算法的收敛性# 

受上述思想的启发, 本文构造了一类确定包含解集合 S 的区间向量x
* I IR

n 的并行区间

矩阵多分裂AOR算法# 这类新算法以并行区间矩阵多分裂SOR,Gauss_Seidel及 Jacobi等许多

有效而实用的算法为特例# 通过进一步引进松弛参数, 我们给出了上述算法的外插形式# 

在对松弛参数和区间矩阵多重分裂的适当限制下, 当 A 是区间H_ 矩阵时, 我们讨论了这两类

算法的收敛性质# 本文结果是[ 1] 的进一步深入和发展, 亦是[2] 对于大型区间线性方程组的推

广# 

1  区间矩阵多分裂与松弛算法

设 A = (A ij ) I IR
n@ n 非奇异, D = diag( A )# 对 k = 1, 2, ,, A( A [ n 为一正整数) ,分

别取 Lk = ( L
k
ij ) I IR

n@ n 为严格下三角矩阵, Uk = ( U
k
ij ) I IR

n@ n 为零对角矩阵而Ek I L (R
n
)

为非负对角矩阵,如果

a) A = D - Lk - Uk ,  k = 1, 2, ,, A;
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b) D 非奇异;

c) E
A

k= 1

Ek = I  ( I I L ( R
n
) 为单位矩阵) ,

则称 ( D - Lk , Uk , Ek) ( k = 1, 2, ,, A) 是区间矩阵 A 的一个多分裂# 

基于此概念, 我们可建立如下的包含解集 S 的并行区间矩阵多分裂 AOR 算法# 

算法 Ñ  给定初始向量 x
0 I IR

n
,对 m = 0, 1, 2, ,计算

  x
m+ 1

= E
A

k= 1
Ekx

m, k
,

其中对 k = 1, 2, ,, A,

  x
m, k

= (D - rL k)
F
[ (1- X)D + ( X- r ) Lk + XUk ] x

m
+ X(D - rLk)

F
b ,

这里, r \ 0 为松弛参数, X > 0 为加速参数;对每个 k I 1, 2, ,, A包含 S 和任意 v = ( v1, v2, ,,

vn)
T I IR

n
, 区间向量 u = ( u1, u2, ,, un )

T
= (D - rLk )

F
v 定义为

  ui = vi - r E
i- 1

j = 1

L
k
ijuj设� � (= / A ii ,   ( i = 1, 2, ,, n)# 

由[ 3]知, 对任意 �D I D, �Lk I L k ,�v I v, 恒有(�D - r�Lk)
- 1 I (D - rL k)

F
( k = 1, 2, ,, A) # 

显然, 对 k = 1, 2, ,, A, xm, k 的计算相互独立, 且相应于 Ek 的对角元素为零的x
m, k的分量

可不被计算,因此,该算法不仅具有很强的并行计算功能,而且还可大大节省计算工作量# 由

于该算法含有两个任意参数, 这不仅使得它在具体实施中更加灵活与实用,而且通过参数的不

同选取,还可产生许多有效的并行区间矩阵多分裂松弛算法; 特别是, 当选取松弛参数对( r ,

X) 分别为( X, X) , (1, X) , (1, 1) , (0, X) 和(0, 1) 时, 即可相应地得到区间矩阵多分裂 SOR, 外

插Gauss_Seidel, Gauss_Seidel, 外插 Jacobi 及 Jacobi 算法# 

另外, 若 A= 1, - L1, - U1 I IR
n@ n 分别为A 的严格下、上三角部分,则算法 Ñ 即化为已

知的区间AOR算法[ 4]# 

现分别引进区间矩阵

  LIMAOR( r , X) = E
A

k= 1

Ek (D - rLk)
F
[ (1 - X) D + ( X- r ) Lk + XUk ] (111)

和区间向量

  bIMAOR( r , X) = XE
A

k= 1
Ek(D - rL k)

F
b ,

则算法Ñ可等价地表示成

  x
m+ 1

= LIMAOR( r , X) x
m
+ bIMAOR( r, X) ,   ( m = 0, 1, 2, ,)# (112)

通过进一步引进松弛因子 B> 0, 即可得到算法 Ñ 的外插形式如下:

算法 Ò  给定初始向量 x
0 I IR

n
,对 m = 0, 1, 2, ,,计算

  x
m+ 1

= E
A

k= 1
Ekx

m, k
,

其中对 k = 1, 2, ,, A,

  x
m, k

= B( D - rLk)
F
[ (1 - X) D + ( X- r ) Lk + XUk ] + (1- B) I

  1

x
m
+

B( D - rLk)
F
( Xb) ,

这里, r \ 0 为松弛参数, X, B> 0为加速参数# 

同样地, 若分别定义区间矩阵
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LIMAORR ( r , X, B) = BE
A

k= 1

Ek( D - rLk)
F
[ (1- X) D + ( X- r) Lk + XUk ] + (1 - B) I

(113)
和区间向量

  bIMAORR( r , X, B) = BE
A

k= 1
Ek( D - rLk)

F
( Xb ) ,

则算法Ò也可写成如下等价形式:

  x
m+ 1

= LIMAORR( r , X, B) x
m
+ bIMAORR( r , X, B) ,   ( m = 0, 1, 2, ,)# ( 114)

由( 111)和( 113) 知, 算法Ñ与算法Ò的迭代矩阵之间成立如下关系:

  LIMAORR( r , X, B) = BLIMAOR( r , X) + (1 - B) I# (115)

2  记 号 与 引 理

在下面的讨论中, 总认为退化的区间向量(矩阵)为 R
n
( L( R

n
) ) 中的元素, 为简便计, 下文

中的区间向量(矩阵) 或实向量(矩阵) 用向量(矩阵) 代替,其含义依上下文确定# 另外,为简

化定义与叙述, 视 n @ 1矩阵为向量而 1 @ 1矩阵为实数(区间)# 

设 A = (A ij ) , B = ( B ij ) I IR
n@ n# 若对所有的 �A I A , �B I B ,均有�A \�B (> ) ,则称A

\ B(> )# A 的绝对值定义为 | A | = sup | �A | �A I A3 ] ,显然它是L ( R
n
) 中的非负矩阵,对

所有的 �A I A, | �A | [ | A | , 且对任何 B I IR
n@ n

, 成立 | AB | [ | A | | B | # 与之有关的性

质可详见文[ 3] 和[ 4]# 用3A4 = ( Aij ) I L (R
n
) 表示区间矩阵 A 的比较矩阵,其中

  Aij =
inf | �A ii | �A ii I Aii ,而,   i = j ,

- | A ij | ,         i X j ,1
 i , j = 1(1) n # 

定义 S= max
1 [ i [ n

| A ii | / Aii Aii X 0� , 则显然 S \1# 称 A 是区间H_矩阵,若3A4是 M_矩阵,

即3A4- 1 \ 0 # 

上述概念可自然地诱导出 IR
n
, L ( R

n
) 和 R

n 中相应的概念# 

我们现引进若干有用的引理# 

引理 1[ 3]  每个H _矩阵A I IR
n@ n 均是非奇异的# 

引理 2  设 ( D - Lk , Uk , Ek) ( k = 1, 2, ,, A) 是 H_矩阵A I IR
n@ n

的一个区间多分

裂, 则对每个 k I 1, 2, ,, A , 由算法 Ñ 定义的算子( D - Lk)
F
满足

  | ( D - Lk)
F
| [ (3D4- | Lk | )

- 1 # 

引理 3[ 5]  设 A I IR
n@ n# 若 | A | 的谱半径小于 1,即 Q( | A | ) < 1, 则以下结论为真:

a) x = Ax + d( d I IR
n
) 有唯一解 x

* I IR
n
;

b) 以 x
0 I IR

n 为初始的迭代x
m+ 1

= Ax
m
+ d( m = 0, 1, ,) 收敛到 x

*
;

c) 若 x
0 A x

1
,则 x

0 A x
* # 

3  算法的收敛性

定理 1  设 A I IR
n@ n

为区间H_矩阵, ( D - L k , Uk , Ek ) ( k = 1, 2, ,, A) 为A 的一个区间

多分裂且满足

  3A4 = 3D4- | Lk | - | Uk | S D- B( D = 3D4) ,   ( k = 1, 2, ,, A) # ( 311)
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则当松弛参数对 ( r , X) 满足条件(312) ~ (314) 之一, 即

0 [ r [ X, ( S- 1) / ( S- Q(D- 1B) ) < X < ( S+ 1) / ( S+ Q(D- 1B) ) ; (312)
( S- 1) / ( S+ Q(D

-1
B) ) < X < ( S+ 1) / ( S- Q(D

- 1
B) )

X [ r < (1 + XQ( D- 1B) - | 1- X | S) / (2Q( D- 1B) )
,   Q( D- 1B) X 0; (313)

X [ r, 1-
1
S < X< 1 +

1
S , Q( D

- 1
B) = 0 (314)

之一时, 从 x
0 I IR

n
出发由算法Ñ产生的区间序列 x

m� �
收敛到某包含S 的区间向量 x

* I IR
n# 

证明  在定理的条件下, 我们首先验证

Q(LIMAOR( r , X) ) < 1, (315)

这里, LIMAOR( r , X) 由(111) 定义# 

利用引理 2 和( 311)得

| LIMAOR( r , X) | [ E
A

k= 1
Ek | ( D - rLk)

F
| [ | 1 - X | | D | + | X- r | | Lk | + X | Uk | ] [

I + E
A

k= 1
Ek(3D4- r | Lk | )

- 13D4[ | 1- X | | D | 3D4- 1
-

I + ( | X- r | + r) D
- 1
B] [

I + E
A

k= 1

Ek(3D4- r | Lk | )
- 13D4[ ( | 1- X | S- 1) I +

( | X- r | + r ) ( D- 1B+ EeeT) ] , ( 316)
其中 E是任意的正实数,而 e = (1, 1, ,, 1)T I R

n # 

简记 J = D- 1B# 由于 A 是区间H_ 矩阵, 故 Q( J ) < 1# 注意到松弛参数的取值范围

(312) ~ (314) 等价于

  | 1- X | S+ ( | X- r | + r ) Q( J ) < 1,

利用谱半径的连续性, 可取 E充分小,使得

  QE = Q( J + EeeT ) < 1, (317)
并且

  | 1- X | S+ ( | X- r | + r ) QE < 1# ( 318)

根据非负矩阵理论中的 Perron_Frobenius[ 6] 定理, 存在正向量 xE I R
n 满足

  ( J + EeeT ) xE = QExE# (319)

另外, 对 k = 1, 2, ,, A,因3D4- r | Lk | [ 3D4,故(3D4- r | Lk | )
- 13D4 \ I# 由(316)

~ (319) 得

| LIMAOR( r , X) | xE [ [ 1+ ( | 1- X | S- 1) + ( | X- r | + r ) QE] xE =

[ | 1 - X | S+ ( | X- r | + r) QE] xE< xE# 

从而, [ 6, p. 47]练习 2 保证( 315)成立# 

由引理 3a)、b)知, x = LIMAOR( r , X) x + bIMAOR( r , X) 有唯一解 x
* I IR

n
, 并且由算法 Ñ

从 x
0 I IR

n
出发产生的区间序列 x

mA
收敛到此解 x

* # 

任取 �x I S, 则存在�A I A, �b I b,使得 �A�x = �b# 现对于 k = 1, 2, ,, A,分裂�A = �D -

�L k - �Uk ,其中 �D I D ,�Lk I Lk , �Uk I Uk ,则有

�x = E
A

k= 1

Ek(�D - r�Lk )
- 1
[ (1- X)�D + ( X- r )�L k + X�Uk ]�x + E

A

k= 1

Ek(�D - r�Lk )
- 1
( X�b ) I
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E
A

k= 1

Ek(D - rLk )
F
[ (1- X)D + ( X- r ) L k + XUk ]�x + E

A

k= 1

Ek (D - rLk)
F
( Xb ) =

LIMAOR( r , X)�x + bIMAOR( r, X) # 

选取 x
0
= �x ,上式表明 x

0 I x
1
= LIMAOR( r, X)�x + bIMAOR( r , X) ,进而由引理3c) 知, �x I x

* # 

因此, S A x
* # t

定理 2  设 A I IR
n@ n 为区间H_矩阵, ( D - L k , Uk , Ek ) ( k = 1, 2, ,, A) 为A 的一个区间

多分裂且满足( 311) ,则当松弛参数 r , X, B满足条件(3110) ~ (3112) 之一,即

  
0 [ r [ X, ( S- 1) / ( S- Q( D- 1B) ) < X < ( S+ 1) / ( S+ Q(D- 1B) ) ,

0 < B< 2/ (1+ Q( H( X) ) ) , H( X) = | 1 - X | SI + XD- 1B;
(3110)

  
X [ r , 1-

1
S
< X < 1+

1
S

0 < B< 2/ (1+ | 1 - X | S)
,  Q( D

- 1
B) = 0; (3111)

  

( S- 1) / ( S+ Q( D
- 1
B) ) < X< ( S+ 1) / ( S- Q( D

- 1
B) ) ,   Q(D

- 1
B) X 0,

X [ r < (1+ XQ( D- 1B) - | 1 - X | S) / (2Q( D- 1B) ) ,

0 < B< 2/ (1+ Q( H( r , X) ) ) , H( r , X) = | 1 - X | SI + (2r - X) D- 1B

(3112)
之一时, 从 x

0 I IR
n 出发由算法Ò产生的区间序列 x

m 的 取收敛到某包含S 的区间向量 x
* I IR

n# 

证明  由( 115) 和( 316)可得

  | LIMAORR( r , X, B) | [ B| LIMAOR( r , X) | + | 1- B | I [

( B+ | 1- B | I ) + BE
A

k= 1

Ek(3D4- r | L k | )
- 13D4#

[ ( H( r , X) + Eee
T
) - I ] , ( 3113)

其中 H( r , X) = | 1 - X | SI + ( | X- r | + r )D-1B, E是任意的正实数# 

由松弛参数的取值范围( 3110) ~ ( 3112)知, Q( H( r , X) ) < 1并且 | 1- B| + BQ( H( r , X) )

< 1# 利用谱半径的连续性,可取 E充分小,使得

  QE = Q( H( r , X) + Eee
T
) < 1, | 1 - B | + BQE< 1# (3114)

根据非负矩阵理论中的 Perron_Frobenius 定理, 存在正向量 xE I R
n
,满足

  ( H( r , X) + Eee
T
) xE = QExE# (3115)

现依( 3113) ~ ( 3115)即得

  | LIMAORR( r , X, B) | xE [ ( | 1- B | + BQE) xE < xE# 

再利用[ 6, p. 47] 练习 2 可得 Q( | LIMAORR( r , X, B) | ) < 1# 

由引理 3a) ~ b)知, x = LIMAORR( r, X, B) x+ b IMAORR( r, X, B) 有唯一解 x
* I IR

n
,并且由

算法 Ò从 x
0 I IR

n 出发产生的区间序列 x
mA� � �k 收敛到x

* # 同样地,由引理 3c) 我们也易证得

S A x
* # 
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Abstract: This paper proposes a class of parallel interval matrix multisplitting AOR methods for
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