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摘要:  求解并给出非局部弹性力学平面问题的单位集中不连续位移基本解, 基于这些基本

解和经典弹性力学中的不连续位移边界积分方程_边界元方法, 提出了一种非局部弹性力学平面问

题的一般解法# 利用该解法,研究分析了 Griffith 裂纹、边缘裂纹等断裂力学中基本的但又很重要

的问题# 结果表明, 裂纹前沿的应力集中系数与裂纹长度有关, 给出了裂纹长度对断裂韧性 K Ñc

的影响# 所得结果与已有实验结果一致# 
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引   言

基于经典连续统理论的断裂力学理论已解决了很多重要问题, 但是用于与材料微结构尺

度相关的层次上就遇到了困难# 例如短裂纹问题的一些现象和断裂机理还未能很好地加以解

释[ 1, 2]# 

由Eringen[ 3]等建立和发展的非局部弹性力学理论, 成功地把经典的连续介质理论和原子

点阵力学理论结合了起来,考虑了微结构长程力的影响# 非局部力学理论用在断裂领域内已

取得了很多重要成果,例如在非局部理论的框架下, 裂纹尖端的应力是有界的,从而经典的最

大拉应力准则仍可用于断裂力学问题
[ 5~ 8, 16~ 21]# 再如:实验证实, K Ñ c是一个与微结构尺寸有

关的材料参量[ 4]等等# 然而, 非局部弹性力学问题的解法这一问题仍没有很好地解决,因此就

限制了这一理论的进一步应用# 到目前为止,所研究的对象大都为无限大域中的 Griffith 裂纹

问题# 为此,本文提出了非局部弹性力学问题的一种一般解法# 利用这一解法研究了 Ñ、Ò、

Ñ_Ò复合型裂纹及边缘裂纹问题,从理论上解释短裂纹的一些现象,取得了与实验一致的结

果# 

1  基 本方 程

在不考虑体力和惯性力时,均匀各向同性非局部弹性力学平面问题的基本方程为
[ 5, 7]

:
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  Rij = KekkDij + 2Leij , (114)

其中 tij , eij 和ui分别为应力、应变和位移,这里 i , j = 1, 2# K和L为Lame常数# Dij 为Kronecker

符号# A为核函数,对于平面问题可取为:
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其中 a 为晶格常数, k 由原子点阵模型拟合给出:

  k = 1165# (116)

显然,非局部理论和经典弹性理论的主要差别在于本构关系( 113)、( 114)# 非局部理论表

明, 一点 x的应力t ij ( x ) 和所有区域物质点上的应变 eij ( xc) 有关# 正由于此,增加了非局部弹

性力学问题求解上的难度# 

2  不连续位移基本解

无限大平面 x 轴上有一长为 2l的裂纹,如图 1所示# 裂纹上、下表面位移的间断量记为:

  
9uxö= ux( x , 0

+
) - ux ( x , 0

-
) ,

9uyö= uy( x , 0
+
) - uy ( x , 0

-
) ,

  x I (- l , l )# A1 (211)

本文所求解的单位集中不连续位移基本解是分别满足下述条件和非局部弹性力学的基本

方程( 111) ~ ( 114)的两个解:

  lim
l- 0 Q9 uxödl ,Q9 uyödl� � �= 1, 0� ��, (212)

  lim
l- 0 Q9 uxödl ,Q9 uyödl� � �= 0, 1it , (213)

图 1  线裂纹                图 2  半无限长裂纹

为求得这两个基本解,首先研究下面辅助问题的解# 

211  辅助解

在无限大平面中,正 x 轴上有一半无限长的裂纹(如图 2所示)# 沿裂纹的法线方向作用

均布的不连续位移, 在极坐标系( r , H) 下, 裂纹线上的位移间断量为:
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9urö= ur ( r , 0) - ur ( r , 2P) = 0,

9uHö= uH( r , 0) - uH( r , 2P) = b# 11
(214)

参考 Eringen
[ 17]
的解法,适合这一问题的经典解可表示为:

  Rrr =
A
r

cosH, RHH=
A
r

cosH, RrH= A
r
sinH, ( 215)

它满足平衡方程
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在( 215)式中, A 为常数# 

由位移_应变关系及本构关系
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得到位移

  

ur =
A
2L

(1- 2M) lnr # cosH+ 2(1- M) HsinH �+

B -
A(1 - M)

L
(� � 1 )cosH- CsinH,
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(218)

这里 B 和C 为常数,与刚体位移有关# 

  A = -
Lb

2P(1- M)# (219)

利用( 215)式很容易得到以直角坐标 ( x , y ) 表示的非局部应力场# 根据下述积分

  
Q
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exp( Bcosx ) sin( mx )dx = 0,

Q
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0
exp( Bcosx ) cos( mx )dx = 2PIm( B) , �

(2110)

式中的 Im( B) 为 m 阶修正的 Bessel函数, 经过冗长的运算推导,得到非局部应力场:
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(2111)

式中 Q= kr / a # 

容易验证, 当 Q y 0时,非局部应力场(2111) 式没有奇性# 

在切线方向作用均布的不连续位移问题的解由Eringen给出[ 17]# 

212  单位集中不连续位移基本解
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利用上述两个辅助问题的解( 2111)式及 Eringen的解[ 17] , 可很容易导出满足( 213)、( 212)

的两个基本解# 为了节省篇幅,直接给出这两个基本解,形式为:
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其中对应于( 213)式有

  

t
*
rr =

k
a

�
2 L

2P(1- M)
[ Q- 2

+ 2Q- 2e- Q
2

- 3Q- 4
(1- e- Q

2

) ] cos2H) -

[ Q
- 2
- Q

- 4
(1- e

- Q
2

) ] sin
2
H �S

f 1( Q) cos2H+ f 2( Q) sin2H,

t
*
HH =

k
a

)
2

L
2P(1- M)

[ Q- 2
- 4Q- 2e- Q

2

- 4e- Q
2

+ 3Q- 4
(1- e- Q

2

) ] cos2H -

[ Q- 2
- 2Q- 2e- Q

2

+ Q- 4
(1- e- Q

2

) ] sin2H S

f 3( Q) cos2H+ f 4( Q) sin2H,

t
*
rH = 2

k
a
k

2 L
2P(1- M)

[ Q- 2
+ Q- 2e- Q

2

- 2Q- 4
(1- e- Q

2

) ] sinHcosH S

f 5( Q) sinHcosH,

t
b
rr = f 2( Q) cosH,

t
b
HH = f 4( Q) cosH,

t
b
rH = f 2( Q) sinH,

(2113)

对应于( 212)式有:
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3  裂纹问题的非局部弹性力学解法

首先,看一下非局部弹性力学边值问题的提法# 

对于给定的区域 8, 边界为 S ,基本方程为(111) ~ (114)# 由经典的弹性力学边值问题
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的提法,很自然地给出下述两类边界条件:

在 Su 上, 给定位移

  ui = �ui , (311)

在另一部分边界 S t 上给定面力

  tijnj = �t i , (312)

其中 ni为边界S的外法线方向# 当然, (311)和(312) 式的适当组合,给出第三类边界条件,即

混合边界条件# 

接下来,考虑无限域中的裂纹问题# 这时边界仅是裂纹的上、下表面# 假设在裂纹线 S的

上、下表面作用的外力大小相等、方向相反,即

  �ti ( p+ ) = - �t i ( p- ) ,   p+ I S
+
, p
- I S

- # (313)

一般说来,这一条件在实际中总能被满足# 由前面求得的单位集中不连续位移基本解,通过裂

纹线上的不连续位移 9 ukö, 得出非局部应力场:

  tij ( p ) = QS
+ t

*
ijk ( p , q

+
)9 uk( q+ )öds ( q+ ) ,   p I 8, q+ I S

+
, (314)

其中 t
*
ijk 为 k 方向作用单位集中不连续位移基本解对应的应力场, 注意到 t

*
ijk 无奇异性这一事

实,将(314) 代入(312) 式,得到

  QS
+ nj ( p

+
) tijk ( p

+
, q

+
)9uk( q+ )öds( q+ ) = �t i ( p

+
)# (315)

这就是非局部弹性力学中的不连续位移边界积分方程,它把裂纹线上的不连续位移同裂

纹线上的面力联系了起来# 与经典问题的不连续位移边界积分方程一样, 求解得到裂纹线上

的不连续位移9 u iö,从而使问题得以解决# 

上述过程似乎可行, 但是非局部弹性力学问题解的存在性这一问题仍没有很好地解决# 

对于 Griffith裂纹问题,文[ 18]已证明, 在应力边值条件( 312)式下, 问题是无解的# 因此, 文

[ 18]认为应力边界条件应当保持经典弹性力学中的通常提法# 在文[ 18]中, 核函数取为

  A( x 1, x 2; x
c
1, x

c
2) =

2( a/ 2) 4

P[ ( x 1- x
c
1)

2
+ ( x 2- x

c
2)

2
+ ( a/ 2) 2

]
3, (316)

所以本文也仍应用经典的应力边界条件的提法,这样,对应于( 315)式的不连续位移边界积分

方程为:

  QS
+ T

*
ij ( p

+
, q
+
)9 uj ( q+ )öds( q+ ) = �t i ( p

+
) , (317)

其中 T
*
ij 是经典弹性力学中的单位集中不连续位移基本解的面力

[ 22] # 

求解( 317)式,得到裂纹线上的不连续位移,代入( 314)式求得非局部应力场, 这就是本文

给出的断裂问题的非局部弹性力学求解方法# 

4  Griffith裂纹的非局部弹性力学分析

这一问题是断裂力学中的基本问题# 

411  Ñ型裂纹

如图 3所示,无限大域中有一长为 2l 的裂纹,在裂纹上、下表面作用均布压力 t
Ñ

0 # 

利用本文的解法,计算给出裂纹前沿的应力分布如图 4所示, 图中 Tyy ( x , 0) = tyy( x , 0) +

t
Ñ
0 # 

可以看出, 裂尖附近的应力是有界的,但在裂纹前沿存在应力集中,裂纹两端的最大应力
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在点 ( l + 016a, 0) 和(- l - 016a , 0) 附近# 当裂纹充分长时,最大应力 t
Ñ
max 可表示为

  t
Ñ
max = 01771

kl
a
t
Ñ
0 # (411)

根据最大拉应力理论,当 t
Ñ
max 达到/粒子0(原子、分子等) 之间的内聚强度 t c时,即

  t
Ñ
max = t c, (412)

裂纹将开裂,对给定的材料, t c是依赖于断裂发生的层次的一个材料常数# 

412  Ò型裂纹
对图 5所示的 Ò型裂纹,计算给出裂纹两端的最大拉应力在点 ( l - 017a, - 112a) 和(- l

+ 017a, 112a) 附近# 当裂纹足够长时, 最大拉应力 t
Ò
max为:

  t
Ò
max = 01788

kl
a
t
Ò
0 , (413)

开裂角为:

  H= 6814b, (414)

与文[ 18]基本一致# 

      图 3 Ñ型裂纹             图 4 Ñ型裂纹前沿的应力分布

图 5  Ò型裂纹             图 6  Ñ_Ò型裂纹

413  Ñ_Ò复合型裂纹
在裂纹上、下表面作用均布面力 t 0,有

  t
Ñ
0 = t 0sinB, t Ò0 = t 0cosB, (415)

如图 6所示# 

用本文方法,计算给出断裂曲线和断裂角,如图 7和图 8# 可以看出,本文结果与其它结

果吻合较好[ 11~ 14, 18]# 
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图 7 复合型断裂曲线                  图 8  断裂角

5  半无限平面的边缘裂纹

边缘裂纹是断裂力学中的另一重要问题# 本文利用非局部理论对这一问题进行研究# 

如图 9所示,裂纹长度为 l ,裂纹面上作用均布力 t0,裂纹前沿的量纲一的应力集中因数:

  F = tmax / 01771
kl
a
t 0, (511)

在图 10中给出# 

图 9  边缘裂纹            图 10 边缘裂纹的应力集中因数

结果表明, 当裂纹足够长时 kl / a \ 103 个 材�
, F 为一常数 1112, 这正是经典断裂力学中的自

由表面修正系数
[ 11]# 而在裂纹不很长时 kl / a < 10

2 3� � )附 近
, F 是变化的,随着裂纹长度的减少,应

力集中系数变小# 继而裂纹前沿最大应力可表示为:

  tmax = F # 01771
kl
a
t0# (512)

根据最大拉应力准则,当 tmax 达到临界值 t c时,裂纹将开裂,这时按经典断裂力学的术语
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来讲,应力强度因子 K Ñ 达到临界值 K Ñ c# 由(512) 式, 我们得到:

图 11 计算结果 K Ñc与实验结果的对比

K Ñ c = 1179 at c/ F# (513)

对于给定的材料和断裂发生的层次, t c和 a

是常数,从而可以看出, K Ñ c并非材料常数# 

接下来,我们看一下与有关试验结果的对比# 

根据文 [ 2]的关于 60Si2MnA 脆性材料的试验结

果,裂纹充分长时,

K Ñ c = 41195MPa#m1/ 2# (514)

晶粒度在 7级和 8级之间[ 15] ,因此可取 a =

27Lm,根据(513) 式, 得到当裂纹较短时, 断裂韧

性K Ñ c随裂纹长度的变化如图 11所示, 与试验结

果基本一致# 也就是说, 当裂纹较短时, 断裂力学中的K Ñ c并不是一个材料常数,此时应考虑

微结构的影响# 这一现象用经典的断裂力学理论是无法解释的# 

6  结   论

本文提出了非局部弹性力学问题的一种解法# 利用该解法, 研究分析了断裂力学中的几

个重要问题# 在非局部力学理论的框架下,裂纹前沿的应力是有界的, 但存在应力集中, 因而

经典的最大拉应力准则仍可应用于断裂力学问题# 有关结果表明,当裂纹较短时,应当考虑材

料的微结构的影响# 非局部力学理论为断裂力学问题的研究提供了一种新的方法# 
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The Analysis of Crack Problems with Non_Local Elasticity
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Abstract: In this paper, the displacement discontinuity fundamental solutions( DDFS) corresponding

to the unit concentrated displacement discontinuity for plane problems of nonlocal elasticity are ob-

tained. Based on the displacement discontinuity boundary integral equation (DDBIE) and boundary e-l

ement method (BEM) , a method of analysis of crack problems in non_local elasticity with generalized

purpose is proposed. By using this method, several important problems in fracture mechanics such as

edge crack are studied. The study of edge crack shows that the stress concentration factor ( SCF)

near the crack tip is not a constant but varies with the crack length. With this result the effect of

crack length on the fracture toughness K Ñc is studied. The results obtained in this paper are in accor-

dance with the published ones.

Key words: crack; boundary integral equation ( BIM); boundary element method ( BEM); non_local

elasticity, fundamental solution
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