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非线性尺规近似法在圆杆颈缩局部
有限变形分析中的应用

X

崔希民,  陈至达

中国矿业大学(北京) ,北京 100083

摘要:  形变局部化和不稳定的研究是当前力学问题的一个热点,其中最典型的问题是圆杆

拉伸颈缩和滑移带的塑性分析# 传统的微小变形弹塑性力学不能彻底解决此问题# 本文采用以 S

(应变) _R(转动)分解定理为基础的非线性尺规数值计算法, 并应用计算机模拟优化技术求出圆杆

拉伸轴对称塑性有限变形的局部应变分布与发展形态# 
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引   言

颈缩和剪切带是延性金属塑性不稳定变形破坏的主要形式, 也是实验中最常见的两种变

形局部化现象# W. Johnson认为变形局部化的研究可追朔到 1878年 Tresca 实验工作的总结,

进入 70年代以来, 变形局部化的研究更是材料、力学及工程工作者关注的课题# 局部变形不

仅存在于金属加工成型过程中,也广泛存在于岩土工程中, 如边坡稳定中的滑移面就是典型的

变形局部化问题# 因此材料变形局部化已引起人们广泛关注,并进行了大量的理论和实验研

究# 大多数关于变形局部化的研究是在 Hill
[ 1]
提出的基本框架基础上,采用各种物性模型进

行有限元数值模拟# 例如 Pietruszczak 和 Mroz[ 2]采用 Coulomb 接触屈服函数, Tvergaard, Need-

leman和 Lo[ 3]则假定材料满足宏观唯象角点塑性理论, Aravas[ 4]采用 Gurson 塑性模型, Ortiz ,

Leroy 和Needleman[ 5]考虑了 J 2软化物性方程, Ramakrishnan, Okada 和Atluri[ 6]则采用了包含 J 2

流动和剪应力阈值的双屈服物性模型# 

事实上, 在形变局部化区内, 不但塑性状态处处不同, 而且存在微元体的大变形与大转

动, 研究此类力学问题必须采用有限变形力学理论# 如应用小变形力学方法, 因误差大而不

可靠# 在传统的有限变形几何学中, 在应变度量上一般采用 Green 应变或极分解定理定义的

应变# Green应变尽管消除了刚性转动对形变度量的失真, 但却没有相应的转动张量与之匹

配, Biot[ 7]在其增量力学著作中就指出 Green应变是不合理的应变度量# 极分解定理的左右分

解则人为将物体客观形变对应于两种应变度量, 存在着非唯一性,在物理意义上是不合理的,

数学证明只有当形变状态为各向均等扩张,平面形变与平面转动次序才可以交换# 
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目前在有限变形力学文献中, Green应变张量常和 Cauchy 的应力定义配伍组成应变能的

概念# 事实上这是缺乏物理意义的# 在小变形情况下,应变能 U的定义在单向伸长时为

    [ R] [ E] =
F

L2
S
L
=

W
V
= [ U] ,

如采用Green应变定义

    [ R] [ Ec] = F
L2

S
2

L2 X W
V

,

其中 F为力, L 为长度, S为伸长,W为功, V为体积,但因应变是量纲一的量, 故易产生二者匹

配的误解# 合理的有限变形力学理论在有理力学[ 8]中已有详细论述# 

1  有限变形力学的基本理论

在非线性连续体力学中, 为了描述变形体的形变状态,将 Euler 的经典刚体运动的动坐标

法加以推广,引入尺规变换的概念# 物体的形变与转动在数学上看成是局部坐标系矢量场的

尺规变换# 在自然拖带参考系中,设在初始时刻变形体中一点的局部坐标系基标矢量为 g
0

i ,

形变后为 gi , 变换函数为 F , 变换T 表示为:

    T : g
0

i y gi , gi = F
j
i g

0

j , F
j
i = Dji + u

j
| i ,

Dji 为Kronecker符号, u
j
| i 表示位移矢量沿初始基标的分量u

j 对拖带坐标x
i 的协变导数# 

根据 S_R分解定理,任何可逆的线性微分变换函数 F 有唯一的加法分解:

    F
i
j = R

i
j + S

i
j ,

R
i
j 代表正交性质的转动张量, S

i
j 代表对称性质的应变张量# 在张量空间的准确表达式为:

有限应变张量

    S
i
j =

1
2
( u

i
| j + u

i
|

T
j ) - L

i
k L

k
j (1 - cos ( ) , (111)

局部转动张量

    R
i
j = Dij + L

i
j sin ( + L

i
k L

k
j (1 - cos ( ) , (112)

平均整旋角

    ( = ? arcsin
1
2
[ ( u

1
| 2- u

1
|

T
2)

2
+ ( u

2
| 319 -

u
2
|

T
3 )

2
+ ( u

3
| 1- u

3
|

T
1)

2
]

1/ 2 �
, (113)

局部转轴方位数

    L
i
j =

1
2sin (

( u
i
| j - u

i
|

T
j )# (114)

在工程应用中, 张量分量必须化成物理分量计算# 详细公式参见[ 8]# 和 S
i
j 共轭的应力

张量Rij 是定义在同一自然拖带参考系中# 运动方程可表示为

    Qw i = Rji + j + Gi , (115)

上式中 Q为变形后单位体积质量, w i为加速度分量, Gi为重力分量, ( +) 表示在实时拖带系的
协变导数# 在工程应用中,方程式(115) 要化为用物理分量表达的形式# 

由于非线性问题形变过程的计算须用增量方式表示,而且在形变计算中,力的作用面积和

体积随时间而变,所以必须采用应力速率公式:

    R
¨i
j = R

#i
j - Rik S

# k
j + Rij S

# k
k , (116)
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其中上标/ #0表示对时间的导数# 上式的计算方法与物理意义示例参见[ 8]、[ 9]# 

2  有限变形的物性方程

上节所述的形变几何学和应力平衡方程在数学力学意义上是准确的公式# 但物性方程是

建立在材料物理性能的基础上,由于物性和物质分子与原子的结构排列直接相关,所以材料的

物性方程实质上是物理方程, 表达这种物理方程的数学表达式根本上是决定于实验事实# 因

物性方程要满足客观性条件的要求,所以合理的数学表达式应是张量方程# 一个合理而实用

的物性方程在[ 8, 10]中已建立# 

在理论上,我们将物性方程分为二部分:畸变与体积应变# ÛC表示应变偏量C增率, ÛCe
, ÛCp

分别表示弹性、塑性应变偏量增率,则增率方程表达为

    ÛCij = eÛCij + pÛCij =
1

2G(1 - B)
Sïj =

1
2G
Sïj +

B
2G (1- B)

Sïj , (211)

上式中

    Cij = S
i
j -

1
3
S
k
k D

i
j , S

i
j = Rij -

1
3
Rkk D

i
j , (212)

其中 G 为材料抗剪弹性模量, B为塑性参数(参见[ 8] ) # 

体积应变增率

    S
# i
i =

1
3�k

R
#i
i , (213)

上式材料的体积模量�k 是B的演化参数# 塑性参数 B之值由实验测定, 它是 von Mises屈服强

度 k 的函数或用等价的应变偏量的屈服强度g 表达

    k
2
= Sij S

j
i , g

2
= Cij C

j
i# (214)

( 211)式物性方程在计算中的应用证明能反映实验实质并具有计算简单的优点# 

3  非线性有限变形的数值解法 ) ) ) 非线性尺规近似法

在线性偏微分方程的近似解法中, 有的数学家将 Ritz、Galerkin、最小二乘法近似列入残

余法一类# 非线性尺规近似法是属于残余法的一种新开拓# 根据 S_R分解定理( Stokes_Chen)

建立的准确应变和局部转动公式, 创立了一种可靠的直观几何凭据,使我们有可能充分利用

计算机仿真技术迫近准确解# 在已解答的问题中, 它可以节省大量计算而所得结果仍然相当

可靠# 

考虑位移场 u 的非线性微分方程组,

    NA( x , t ) = f ( x , t ) ,   x I B , (311)

    CA( x , t ) = 0,  x I 5B, 5B = 5Bp G 5Bu G 5Bc (312)

NA在有限变形力学中是高度非线性算子, CA( x , t ) 是随时间而变的边界条件,包含力和位移# 5Bp

和5Bu 为给定力和位移条件的边界部份, 5B c为表面接触部分# 我们定义

    R( u) = NA- f (313)

为残余值# 假设 R( u ) = 0,则 �U = u为(311) 的准确解# 在实际问题中, 因算子十分复杂,我

们采用可行路线如下:

( 1) 选定位移试函数

    u
i
= u

i
( x

1
, x

2
, x

3
; a1, a2, ,, an; t ) ,   ( i = 1, 2, 3) , (314)
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式中 x
i为自然拖带坐标, a i为形状参数, t为时间# 利用计算机技巧调整 a i参数,使 u

i函数满

足已知几何条件, u
i
函数的选取主要根据经验和实验,变形后, 一点 �x

i
相对于初始参考系的坐

标x
i 为 :

  �x i ( x 1
, x

2
, x

3
; t ) = x

i
+ u

i
( x

1
, x

2
, x

3
; a1, a2, ,, an; t ) , (315)

  �x i ( x 1
, x

2
, x

3
; 0) = x

i
; (316)

( 2) 求尺规和应变、应力的计算步骤如下:

应力的计算: 当公式( 214)中 g [ gy 或k [ ky , ( gy , ky) 为材料屈服时的 g , k值,此时应力

_应变关系用全量形式;当公式(214) 中的 g > gy , 应力_应变关系采用增量算法# 

  ( n+ 1) $S ij =
( n+ 1)

S
i
j -

( n)
S
i
j , (317)

  ( n+ 1)
$R

i
j = 2G(1 -

( n)
B) [

( n)
$S

i
j +

1

2k(1 - ( n) B)
-

1
3

13� � �( n)
$S

k
kD

i
j ] , (318)

上式中 k 为材料的容变模量, B由实验曲线B_k 或B_g 确定# 应力增率(静力问题) :

  ( n+ 1)
$R

i
j =

( n)
R
ï
j $t =

( n)
R
#i
j $t -

( n)
R
i
l
( n)
S
# l
j $t +

( n)
R
i
j
( n)
S
# k
k $t =

         ( n)
$R

i
j -

( n)
R
i
l
( n)
$S

l
j +

( n)
R
i
j
( n)
$S

l
l# (319)

非线性尺规法以平衡方程余量估计计算精度# 在自然拖带系中,当考虑静态并不计体力时,平

衡方程余量为

  Re s( j ) = R
i
j + i =

5Rij
5xi

+ #
i
im R

m
j - #

m
ji R

i
m , (3110)

式中 # ijk 为 Christoffel符号# 

  Re s(1) =
5R1

1

5x 1 +
5R2

1

5x 2 +
5R3

1

5x 3 + R1
1( #

2
21 + #3

31) - R2
2#

2
21- R33#

3
31+

R
2
1(#

1
12 - #

1
21 + #

2
22+ #

3
32) - R

1
2#

2
11+ R

3
1(#

1
13 - #

1
31 +

#2
23 + #3

33) - R1
3#

3
11 - R2

3 #
3
21- R3

2 #
2
31, (3111)

其余两方向的平衡余量同理可得# 用差商代替微商,当 Re s( j ) = 0时, 则计算结果为变形状

态的真实反映# 而有限单元法是通过变分原理使平衡方程得以微弱满足# 

4  圆杆颈缩局部有限形变分析

软钢圆杆拉伸出现局部颈缩现象以后,经典微小形变的数学方法已不适用,因其近似性将

导致较大误差# 在圆柱自然拖带系中, 有限形变和有限转动的应变分量公式已由陈[ 11]给出,

对轴对称问题 u
i
的物理分量可简化为

  û
1 S u

z
= �z - z , û

2 S u
U
= 0, û3 S u

r
= �r - r , (411)
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有限应变分量

  Ŝ
z
z =

1

g11

5 uz

5z + 1- cos ( , ( 412a)

  Ŝ
U
U=

1

g 22

ur , ( 412b)

  Ŝ
r
r =

1

g11

5 ur
5 r + 1- cos ( , ( 412c)

  Ŝ
z
r =

1
2

1

g33

5 uz

5r +
1

g11

5u r

5z的计 , ( 412d)

  Ŝ
r
U= Ŝ

U
z = 0; ( 412e)

平均整旋角

  sin ( =
1
2

1

g11

5 ur

5z -
1

g33

5u z

5rn ; ( 413)

转轴方位数

  l 1 = 0, l 2 = 1, l 3 = 0# (414)

( a) 初始位形     ( b) 实时位形     ( c) 塑性区的扩展     ( d) 局部整旋

图  1

根据实验测定的拉伸变形结果,选取位形试函数, 以外表面几何形状为基础# 

  u
r
= -

$R
R

1-
z

2

L
2 18� � �

2

r e
- cz

2
/ L

2

, (415)

  u
U
= 0, (416)

  u
z
= z

$L
L

- be
- az

2
/ L

2

- 8 1+
r
R

- 4 1+
r
R

$� � (+
3

+
(
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1 +
r
R

g 4

5- 0125u
z

, (417)

特定的位移及边界条件为

  u
r
| r= 0 = u

z
| z= 0 = 0, u

r
| r= R, z = 0 = 0133R, u

z
| z= ? L = 0119L , (418)

式中 R 为试件原半径, L 为试件半长, L / R = 5,材料参数为 Ry / E = 1/ 300, M= 013,计算机模

拟形状参数为 a = 34185, b = 01145, c = 40193,计算结果见图 1 # 

根据计算结果, 可以预测断裂面的模式# 从图 1( c)与( d)中观察,塑性区最大强度在中轴

线平面,因受限制形变,中间最初出现脆性断面(见图 2( a) ) ,形成圆形裂面# 裂纹的扩张按最

大转动梯度准则(王、陈) [ 12]确定,裂纹呈环状扩展,使断口边缘成杯状(图 2( b) ) ,这是软钢拉

伸试件的典型断口形状# 图 2( c)表示杯口剪切带的细观断裂构造,按 Gramberg 的观点,在剪

切带内出现张性雁行裂纹,再又衍生次级裂纹导致总体断裂, 称为剪切二阶效应,对此现象曹

书瑞曾作过实验研究[ 13]# 

( a) 脆性裂纹        ( b) 裂纹扩展      ( c) 剪切带的细观断裂构造

图  2

5  设定位移函数的局部化敏感性与误差的可视化

现将位形函数调整如下

  u
r
= - $R

r
R Q

A P 1+
z
r� � �

0
e- F

2

dF- Q
B P

z
r- 1

0
e- F

2

dF �2 , (511)

  u
U
= 0, (512)

  u
z
= $L z

L
1 - Q

C P 1+ z
r

8 1

0
e
- F2

dF+ Q
D P z

r
- 1�

0
e
- F2

dF有限 # (513)

按非线性尺规法进行计算机模拟,其中位形参数 A = B = 210, C = D = 110,位形变化如图 3

所示# 

由图 3可见, 函数( 511)、( 512)、( 513)将局部化区在外表面向伸长方向发展而在中间截面

向内部发展,表面的应力边界条件满足程度较差, 和真实形变位形偏差较大# 一般我们将设定
位移函数中的参量改变对位形变动的大小称为敏感性# 在非线性尺规近似解法中, 对于函数

类型及函数中参量的敏感性研究十分重要# 另一方面设定函数的形变可视化,使我们可以直

观判断材料内部和边界是否符合真实形变情况的误差估计,引导设定函数的修正# 

6  结 束语

本文通过对拉伸颈缩局部化的分析,证明了非线性尺规法在解决材料弹塑性大变形问题
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( a) $L = 314,  ( b) $L= 412,   ( c) $L= 510,  ( d) $L = 712,

$R= 014 $R= 017 $R= 114 $R = 210

图 3  位形演化  A= B= 210, C = D= 110

时是一种有效可行的近似数值解法# 它可获得与实验现象相当吻合的结果, 这种方法实际上

是传统的 Ritz_Galerkin近似解法和计算机模拟相结合的新方法# 但由于非线性大变形问题的

复杂性,如何快速高效地进行数值计算和误差估计,是人们关注的焦点# 非线性尺规法是我们

进行的一个初步探索,此法之形变可视化比有限元有其优点# 后续工作正在研究之中# 

最后,作者感谢刘夕才博士参与本文部分计算提供的帮助# 
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The Application of Nonlinear Gauge Method to

the Analysis of Local Finite Deformation

in the Necking of Cylindrical Bar

Cui Ximin,   Chen Zhida

Beijing Graduate School , China Univer sity of Min ing &Techn ology , Beijin g 100083, P R China

Abstract: Localized deformation and instability is the focal point of research in mechanics. The most

typical problem is the plastic analysis of cylindrical bar necking and shear band under uniaxial tension.

Traditional elasto_plastic mechanics of infinitesimal deformation can not solve this problem successfu-l

ly. In this paper, on the basis of S( strain)_R( rotation) decomposition theorem, the authors obtain

the local strain distribution and progressive state of axial symmetric finite deformation of cylindrical

bar under uniaxial tension adopting nonlinear gauge approximate method and computer modelling

technique.

Key words: nonlinear geometric field theory; nonlinear gauge method; localized deformation
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