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任意差分精细积分法及数值稳定性分析
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摘要: 本文在子域精细积分法的基础上, 提出解偏微分方程的任意差分精细积分法, 这种方

法既具备子域精细积分法的各种优点, 还能较好描述非均匀介质的物理特性及灵活处理各类边界

条件, 且其显式计算格式是无条件稳定的
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引 言

在实际工程及其它学科中, 许多问题都可归结为求解偏微分方程问题, 如渗流、扩散、热传

导、波传播等, 如何快速而有效地求解偏微分方程, 这对解决实际工程问题具有重大的现实意

义

通常, 求解偏微分方程总是用有限元法、有限差分法等[ 1, 2] 但当计算域较大时, 用有限

元法求解, 因其空间坐标离散后未知数多, 势必导致计算机耗时量大; 而用有限差分法求解, 尽

管能减少计算机存储量, 但差分法的固有缺陷会限制其应用范围, 因为差分法是从整体上考虑

用一组差分方程来代替微分方程, 对于复杂的结构形式及边界条件难以处理 最近, 钟万勰院

士提出了一种解偏微分方程的新方法 子域精细积分法
[ 3~ 6]

, 该方法属于半解析法, 具有数

值精度高及带宽小的优点, 又是无条件稳定 但该方法在对空间坐标离散时, 仍采用了古典差

分法, 使得该方法在处理各类边界条件时颇感吃力 本文在钟及文献[ 7] 方法的基础上加以发

展, 提出解偏微分方程的任意差分精细积分法 这种方法既保留了钟方法的各种优点, 又拓宽

了它的应用范围, 适合在实际工程中推广

1 计算格式的构造

仍以扩散方程[ 3]

u/ t = D
2
u / x

2
, ( 1)

为例来叙述本文方法的原理及应用 首先对( 1) 式实施空间坐标离散, 在空间坐标上任一点 j

处, ( 1) 式可写成

U
t

= Dj

2
uj

x
2 ( 0 < j < J ) , ( 2)
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其中 j = 0, 1, 2, 3, , J , J 是离散点数

把函数 u ( x , y , t ) 在 j 点的邻域内用Taylor 级数展开

ui = uj +

m

k= 1

1
k!

xi
x

介质
k

uj + O( x
m+ 1

) , ( 3)

在( 3) 式中, x i = x i- xj , i = 1, 2, 3, , 表示 j 点邻域内的任意点 由于 i 是任意取, 便于处

理非均匀介质及各类边界条件, 以及实现局部点加密

将( 3) 式移项, 并对 i 加权求和得

i ( ui - uj ) = i

m

k= 1

1
k !

xi
x

及边
k

uj , ( 4)

在( 4) 式中, i 是加权系数, m 的取值可由所求问题的精度来确定, m 取得大, 其精度就高, 但

计算过程也复杂了 在这里, 由于( 2) 式中对空间坐标的最高阶导数是 2, 所以( 4) 式中的 m

至少应取 2; 相应地, 当 m = 2时, ( 4) 式的右端括号内展开是2项, 所以 i , 即 j 点的邻点也应取

2 点 这样( 4) 式变为
2

j = 1
i ( ui - uj ) =

2

i= 1
i

2

k= 1

1
k !

xi
x

� � (
k

uj ( 5)

将( 5) 式右端展开, 并令其等于( 2) 式的右端, 则有
2

i= 1
i xi = 0,

2

i= 1
ix

2
i = 2Dj , ( 6)

联解( 6) 式, 可得加权系数 i , 此时( 2) 式转化为对空间坐标的差分方程:

uj

t
=

2

i = 1
i ( u i - uj ) , ( 7)

移项得:

uj

t
+ uj

2

i= 1
i =

2

i= 1
iui , ( 8)

类似还可得到其他各类边界条件的差分格式

( 8) 式是一阶非齐次常微分方程 现在引入近似, 认为( 8) 式的右端
2

i= 1
iui 在时间段( tn ,

t n+ 1) 内取其初值
2

i= 1
iu

n
i , 其中上标 n 表示t = tn = n t 时刻 于是( 8) 式在时间段( tn, t n+ 1)

内积分, 得向前积分格式解

u
n+ 1
j = u

n
j -

2

i = 1
iu

n
i

2

i= 1
i �

g

+

2

i= 1
iu

n
i

2

i= 1
i , ( 9)

其中 = exp - t

2

i= 1
i �

� � v

(9) 式的精度不高, 对时间而言只有 t 的一阶精度, 因而还需寻求更高精度的计算格式

采用推导( 9) 式相同的假设, ( 8) 式在时间段( tn- 1, tn+ 1) 内积分, 可得蛙跳积分格式解

u
n+ 1
j = u

n- 1
j -

2

i= 1
ju

n
i

2

i= 1
j i� � (l

2
+

2

i= 1
iu

n
i

2

i= 1
i , ( 10)

它是 t 的二阶精度, 只是具体计算时, 第一步要采用( 9) 式计算 如果还需寻求更高精度的

计算格式, 可将( 8) 式的右端展成 tn 处的Taylor 级数, 只取到第三项, 则( 8) 式变为

uj

t
+ uj

2

i= 1
i =

2

i= 1
iu

n
i +

2

i= 1
iu

n
i ( t - t n) +

2

i= 1
1u

n
i ( t - tn )

2
/ 2, ( 11)
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再利用( 7) 式得:

u
n
j =

2

i= 1
i ( u

n
i - u

n
j )

u
n
j =

2

i= 1
i ( u

n
i - u

n
j ) u

, ( 12)

( 11) 式在 t n 至 tn+ 1 间积分得其解:

u
n+ 1
j = u

n
j -

2

i = 1
iu

n
i

2

i= 1
i +

2

i= 1
iu

n
i +

2

i= 1
1u

n
i

2

i= 1
i ( )

1-
1

( 1- )� � 取t +

2

i= 1
1u

n
i

2

i= 1
i i

1
2

-
1

2( - 1 + )

u

t
2
, ( 13)

其中 = t

2

i= 1
i , ( 13) 式是 t 的三阶精度

( 9) 、( 10) 、( 13) 式就是本文所给出的三种计算格式 当 x 1 = | x i- xj | 满足时, 这三式分

别退化为文献[ 3] 中的单点子域精细积分格式、单点子域精细积分蛙跳格式及三阶精度的单

点子域精细积分格式 下面给出( 9)、( 10)、( 13) 式的数值稳定性分析

2 数值稳定性分析

采用Von Neumann 法[ 2] 来分析( 9) 、( 10) 式的稳定性 注意到齐次线性差分方程的误差传

播方程和原方程的形式一样, 及 j 点的邻点取在j 点的两边, 将误差傅氏级数的一个分量表示

为:

E n
j = V

neikx
j ,

E n 1
j = V

n 1ei kx
j ,

E n
j- 1 = V

n eik ( x
j
- x

1
)
,

E
n

j+ 1 = V
n
e

ik ( x
j
+ x

2
)
,

( 14)

其中, 这里 i = - 1, x 1 = xj- 1 - xj , x 2 = xj+ 1 - xj , k 为任一波数, V
n 为n 层处的振幅

函数

对于( 9) 式, 将( 14) 式代入得

V
n+ 1ei kx

j = V
neikx

j -
1 V

neik (x
j
- x

1
)
+ 2 V

neik ( x
j
+ x

2
)

1 + 2
+

1 V
neik ( x

j
- x

1
)

+ 2 V
n ei k( x

j
+ x

2
)

1 + 2
,

两边消去公因子 eikx
j , 并整理得

V
n+ 1

= V
n 1 -

1e
i k x

1 + 2e
ix x

2

1 + 2� � (+
1e

- ik x
1 + 2e

ik x
2

1 + 2
, ( 15)

从( 15) 式中得到误差传播放大因子

G = +
1cos( k x 1) + 2cos( k x 2)

1 + 2
( 1 - ) + i

2sin( k x 2) - 1sin( k x 1)

1 + 2
( 1 - ) ,

( 16)

对( 16) 式取绝对值的平方得

| G |
2

=
2
+

2
1 +

2
2 + 2 1 2cos( x 1 + x 2)

( 1 + 2)
2 ( 1- )

2
+

1cos( k x1) + 2cos( k x 2)

( 1 + 2)
2
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2 ( 1- )
2
+ ( 1- )

2
+ 2 ( 1- ) = 1 ,

即 | G | 1, 由此知( 9) 式是无条件稳定

对于( 10) 式, 将( 14) 式代入得

V
n+ 1

e
i kx

j = ( V
n- 1

e
i kx

j -
1 V

neik( x
j
- x

1
)
+ 2 V

neik (x
j
+ x

2
)

1 + 2

2
,

两边约去公因子 eikx
j 得

V
n+ 1

=
2
V

n- 1
+

1e
- i k x

1 + 2e
ik x

2

1 + 2
( 1-

2
) V

n
=

2
V

n- 1
+ ( 1 -

2
) V

n
, ( 17)

其中

=
1e

- ik x
1 + 2e

i k x
2

1 + 2
=

1cos( k x 1) + 2cos( k x 2)

1 + 2
+ i

2sin( k x 2) + 1sin( k x 1)

1 + 2
,

( 18)

对( 18) 式取绝对值的平方得

| |
2

=
2
1 +

2
2 + 2 1 2cos( x 1 + x 2)

( 1 + 2)
2 1, ( 19)

即

| | 1

由于( 17) 式是三层格式, V
n+ 1 与 V

n
, V

n- 1 有关, 不能直接得到误差传播的放大因子 令

V
n

= 1 V
n
+ 0 V

n- 1
, ( 20)

将( 20) 式与( 17) 式合并写成

V
n+ 1

V
n

j

=
( 1-

2
)

2

1 0
罏

V
n

V
n- 1 = G

V
n

V
n- 1

x

� � (j

, ( 21)

其中

G =
( 1 -

2
)

2

1 0
� � �i ,

是放大因子, 它现在不是一个简单的数, 而是一个矩阵 求它的特征值 , 即

( 1-
2
) -

2

1 -
= 0, ( 22)

由行列式( 22) 式展开得
2
- ( 1-

2
) -

2
= 0, ( 23)

令( 23) 式的两个根是 1, 2, 则有关系式

1 2 = -
2
, 1 + 2 = ( 1- )

2
( 0 < 1; | | 1) , ( 24)

因 是复数, 故 1, 1 也应是复数, 设

1 = 1e
i

, 2 = - 2e
- i

( 1 > 0; 2 > 0) ( 25)

将( 25) 式代入( 24) 式得

1 2 =
2
,

( 1 - 2) cos + i( 1 + 2) sin = ( 1-
2

1 ) ,
( 26)

将( 26) 式中的第二式取绝对值的平方得
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2
1 +

2
2 - 2 1 2cos = | |

2
( 1 -

2
)

2
( 27)

把( 26) 式中的第一式代入到( 27) 式得

( 1 + 2)
2

= | |
2
( 1 -

2
)

2
+ 2 2

( 1 + cos ) ( 1 -
2
)

2
+

2
= ( 1+

2
)

2
,

即 1 + 2 1 +
2

( 28)

由( 28) 式与( 26) 式中的第一式知

( i -
2
) ( i - 1) 0 ( i = 1, 2) , ( 29)

这表明 2
i 1, 由此得出 | | 1, 进而得到 | G | 1, 故积分蛙跳格式( 10) 式也是无条

件稳定

至于计算格式( 13) 式, 它是条件稳定, 当 > 1 时, 它会出现不稳定现象 其原因是用

Taylor 级数来近似( 8) 式右端引起的, 参照文献[ 3] , 可引入一参数 r 来限制 t 的影响 :

r = 1 5/ ( 1+
2
/ 2) 当 > 1 时, 否则 r = 1 ,

则( 13) 式修改为:

u
n+ 1
j = u

n
j -

2

i = 1
iu

n
i

2

i= 1
i ++

2

i= 1
iu

n
i

2

i= 1
i +

2

i= 1
iu

n
i

2

i = 1
i+ 1-

1
( 1 -+ )� � (x ( r t ) +

2

i= 1
iu

n
i

2

i = 1
i� �+ �

1
2

-
1

2( - 1+ )

� � n

( r t )
2
, ( 30)

( 30) 式将给出稳定的结果

值得指出的是, 当 j 点的邻点取在j 点的同一边时, 计算格式( 9) 、( 10) 、( 30) 式仍给出稳定

结果, 这对处理各类边界问题及复杂结构形式很重要, 证明略

3 数值算例及结论

采用文献[ 5] 中的算例, 扩散方程是

u
t

=
2
u

t
2 , ( 31)

其区域是 0 x 2, t \ 0, 初边值条件是

  

u( 0, t ) = 0,       u( 2, t ) = 0,

u( x , 0) =
10x      ( 0 [ x < 1) ,

( 2- x ) # 10 ( 1 [ x [ 2)# 
 �

( 32)

下面分两种情况计算( 31) 式:

11 等分 $x = 011m, 时间步长 $ t 可以变化, 借以考察计算格式对时间步长 $ t 的敏感程

度# 此时( 9)、( 10) 式已退化为文献[ 4] 中的单点子域精细积分格式及蛙跳积分格式, 已有数

值结果及讨论# 这里采用( 30) 式计算, 其数值结果列于表 1# 

21 取非等长值# 其节点坐标分别为:

  x = 010; 011; 012; 014; 016; 018; 019; 110;

111; 112; 114; 116; 118; 119; 210# 

采用蛙跳格式( 10) 式计算( 31) 式, 其中第一步要用向前积分格式( 9) 式计算# 计算结果列

于表 2# 

260 任意差分精细积分法及数值稳定性分析



表 1 高精度计算格式计算结果( t= 015 s)

$ t

u x

01 2 01 4 01 6 018 110

01 02 11 575 262 31004 473 41194 916 41890 824 51147 813

01 01 11 037 126 11972 920 21715 813 31192 936 31357 375

01 007 01 907 912 11727 011 21377 130 21794 518 21938 435

01 005 01 732 777 11393 835 11918 466 21255 308 21371 378

01 002 5 01 732 777 11393 827 11918 455 21255 296 21371 365

精确解[5] 01732 77 11393 83 11911 845 21 255 29 21 371 36

表 2 蛙跳格式变空间步长的计算结果( t = 015 s)

$ t

u x

01 2 01 4 01 6 018 110

01 01 11 082 304 21047 499 21914 363 31497 082 31756 602

01 008 01 992 427 11882 508 21659 859 31176 228 31395 094

01 006 01 889 154 11714 348 21370 889 21854 576 31034 402

01 005 01 848 890 11617 509 21257 810 21675 886 21836 517

01 004 01 808 392 11553 098 21145 030 21553 867 21700 058

01 002 5 01 766 531 11465 255 21028 052 21391 577 21520 190

01 001 01 739 861 11415 794 11954 078 21300 575 21419 479

01 000 5 01 735 454 11407 588 11941 933 21285 720 21413 139

01 000 25 01 734 124 11405 099 11938 294 21281 297 21398 309

精确解[5] 01732 77 11393 83 11918 45 21 255 29 21 371 36

从表 1 中看出, 在古典差分的稳定性界限 $ t [ $ x
2
/ 2 = 01005 s 内, 利用本文高精度计算

格式( 30) 式得出的结果已达到精确解, 且当$ t = 01005 s时, 在 IBM / 486微机上所用的CPU时

间约为 4s# 然而随着时间步长 $ t 超过古典差分的稳定性界限 01005 s 后, 尽管还能得到稳定

的结果, 但误差太大, 已失去使用价值# 

在表 2中注意到, 即便是空间坐标非等距离散, 随着时间步长 $ t 的变化, 利用本文蛙跳格

式计算出的结果变化很平稳, 无古典差分格式的跳动性及不稳定性, 且随着时间步长 $ t 的减

小而收敛于精确解# 当 $ t = 01000 25 s 时其计算结果已接近精确解, 在 IBM/ 486 微机上所用

的CPU 时间约为 7s# 显然, 本文提供的蛙跳格式计算出的结果收敛较慢, 如何加快收敛速度

还需进一步研究# 

本文尽管只讨论了一维扩散方程, 但其方法很容易推广到三维问题及求解波动方程或其

它动力方程中去# 同时, 由于本文讨论的计算格式属于无条件稳定, 同样适宜处理变系数偏微

分方程# 
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Abst ra ct : Based on the subdomain precise integration method, the arbitrary difference precise inte-

gr ation method ( ADPIM ) is presented to solve PDEs. While r etaining all the merits of the former

method, ADPIM fur ther demonstrates advantages such as the abilities o f better description of phy sical

properties of inhomogeneous media and convenient tr eatment of v ar ious boundary conditions. The ex-

plicit integration schemes derived by ADPIM are proved unconditionally stable.

Key w ords:  partial differ ential equations; difference method; numerical stability
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