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一种对称非奇异核边界元法
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摘要: 本文依据泛函分析的基本理论, 提出利用完备直交的本征函数系构造对称非奇异的基本

解, 给出了又一种非奇异边界元法
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引 言

虽然奇异边界元法被认为是一种加权残数法, 但是, 奇异边界元法具有一个独特的特性,

这就是以控制方程在无穷区域
*
上的基本解作为权函数 它的这一重要特性决定了它具有

两个基本的优点, 第一点是权函数的选择归一化, 第二点是导出的积分方程简捷 但是, 由于

它无穷区域上的基本解具有奇异性, 近来人们开始关注非奇异核积分方程的研究

文[ 1] 于 1986年首先明确提出了利用解的完备系作权函数建立积分方程的方法 文[ 2]

从控制方程的解与加权残数的解应有等价性的观点出发, 讨论了边界积分方程的充要性 本

文从完备正交的本征函数系出发, 得到控制方程在有限区域 * 上的一种对称非奇异的基本

解, 用它作为积分方程的核函数, 给出了一种与奇异边界元法基本一致的非奇异边界元法

奇异边界元法是以无穷区域 * 上的基本解作为权函数, 求得基本解的主要方法有点源

法, Fourier 变换法, 广义函数法等

由方程H*
w = ( H 是线性微分算子, H* 是H 的共轭算子) 经过Fourier 变换求得基本解

的实质是利用三角函数系表示基本解 而作为控制方程的本征函数系, 由于它来源于控制方

程, 相对于三角函数系而论更加接近控制方程, 利用它表示基本解比利用三角函数来表示基本

解更合理 事实上, 有许多力学问题( Strum_Liourille 本征问题) 是能够通过分离变量法找到完

备直交的本征函数系的 而利用完备的本征函数系在有限区域上得到的基本解是一个函数项

级数, 它具有对称性、非奇异性以及一致收敛性 用这个方法得到的积分方程不仅具有奇异积

分方程的优点, 而且计算更加简单方便

1 本征函数系和基本解

设 ( X , B, ) 是一个测度空间, E B , f 是E 上的实值函数 设 f 是E 上的可测函数, 而
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且 f 在E 上是可积的, 这种函数 f 的全体记做L
2
( E , )

[ 3]

规定内积:

( f , g) =
E
fg d f , g : L

2
( E , ) , ( 1)

则 L
2
( E, ) 是一个Hilbert 空间

设 F 是L
2
( E, ) 内的一个线性子空间,H 是 F 到L

2
( E , ) 内的共轭线性算子 若存在

非零函数 , 非零实数 使得

H = , ( 2)

则称函数 为算子H 的本征函数, 为相应的本征值 所有本征函数的全体组成一个本征函

数系, 记为 本 解, 相应的本征值的全体记为8 6 , 为下标

假设本征函数系满足以下三个条件

1) , 的 充且 , 有( , ) = 0 ( 1, ) = 0;

2) 与 奇, 有( , ) = 1;

3) 1, 的扩充子空间为L
2
( E , ), 广

( 3)

规定函数:

G( p , q) =
( p ) ( q )

p , q E ( 4)

称为 G_函数

设 f L
2
( E , ) , 则存在实数 A 0, A , 使得 f ( p ) = A 0 + A ( p ) ,

式中 A 0 =
1
s E

f d , s 为区域E 的面积 s =
E

d �的实

因为

(H G ( p , q ) , f ( q ) ) = ( p ) ( q ) , A 0 + A ( q )�� � �=

A 0 ( p ) ( ( q) , 1) + A ( p ) ( ( q) , ( q) ) =

A ( p ) ,

所以有

定理 1 设 f L
2
( E, ) , 成立

E
H G( p , q) f ( q) d = f ( p ) -

1
s E

f d ( 5)

设 E, 对于任意 f L
2
( , ) , 规定

f
*

=
f ( p ) , p ,

0, p E -
( 6)

称函数 f
* 是函数 f 在E 上的延拓

将函数 f
*
代入( 5) 式得

定理 2 设 f L
2
( , ) , 则有

HG ( p , q ) f ( q ) d = f ( p ) -
1
s

f d ( 7)

讨论微分方程

H u = f , u, f L
2
( , ) ( 8)

412 姚 志 远



( 8) 式的加权残数值弱形式表示为

(H u - f ) Wd = 0, ( 9)

式中, W 是权函数

虽然方程( 8) 式的解是方程( 9) 式的解, 而方程( 9) 式的解不一定是方程( 8) 式的解 在什

么条件下方程( 9) 式是方程( 8) 式的解呢?

若 u F, 且满足

(H u( q ) - f ( q) ) G( p , q) d = 0, ( 10)

(H u( q ) - f ( q) ) d = 0 ( 11)

令H u - f = g, g
* 是 g 在E 上的延拓 由条件( 3) 存在实数 A 0, A , 使得

g
*

= A 0 + A ( q )

将函数 g
* 与 G 关于变量 q 作内积有:

( g
*

( q) , G ( p , q) ) = A 0 + A ( q) ,
1

( p ) ( q )定函 =

A
( p ) ( 12)

由( 10) 可得

A
( p ) = 0, ( 13)

又
A

( p ) , ( ps ) =
A

( 14)

由( 14) 式和( 13) 式可得对于任意下标 有

A = 0

又由( 11) 可得

A 0 = 0,

所以有 g = 0, u 是方程( 8) 的解

定理 3 函数 u L
2
( E, ) 满足方程( 8) 式的充分必要条件是满足方程( 10) 和( 11) 式

由定理2 知道, G_函数不是基本解 事实上, 如果将 G_函数换成无穷区域上的基本解代

入( 7) 式时, 没有 f d 项 利用 G_函数导出的积分方程同利用基本解导出的积分方程相比

将多出一个待定量 c( f d ) 但是, 由于所求解 u 受( 11) 式制约, 客观上又少了一个自由

度, 抵消了待定量 c 的影响

尽管 G_函数与基本解有点不一样, 但是, 它的作用与基本解是一样 因此, 本文仍然称

G_函数为基本解

2 简单梁的边界元法

本文的基本思想是利用完备的本征函数系去表示所求的解 在一元函数的情况下, 简单

梁的本征函数系为完备的三角函数系 为了对上文所得到的结论有一个更加直观的认识, 本

文以付立叶级数为工具, 以简单梁为例子, 进一步说明本文提出的非奇异边界元法的思想方

413一种对称非奇异核边界元法



法

2 1 基本解和解的等价性

梁的控制方程设为:

d4
u/ dx

4
= T( x ) , 0 < x < 1, ( 15)

式中 u为位移, T ( x ) 表示载荷 边界情况一共有8个, u 在两端的值和它的各阶导数为uj , uj ,

uj , uj ( j = 0, 1) , 其中有 4个总是可以事先知道的, 另外 4 个由边界条件决定

给一个定数 l > 0, 使[ 0, 1] [- l , l ] , 设 f 是[- l , l ] 上的分段连续函数 将函数 f 在

区间[- l , l ] 上展开付立叶级数

f ( x ) =
a0

2
+

i= 1

aicos i x
l

bisin
i x
l

, ( 16)

式中

ai =
1
l

l

- l
cos

i x
l

) ,

� � �

f ( x ) dx ,

bi =
1
l

l

- l
sin i x

l

� � A

f ( x ) dx ,

( i = 0, 1, 2, ) ( 17)

当 x 是f ( x ) 的连续点时, ( 16) 式取等号, 当 x 是第一类间断点时, ( 16) 式收敛于(f ( x - 0)

+ f ( x + 0) ) / 2

设 f 是[ 0, 1] 上任一分段连续函数, f
* 为 f 在[- l , l ] 上的延拓函数, 规定

f
*

=
f ( x ) , x [ 0, 1] ,

0, x / [ 0, 1]
( 18)

下文仍以 f 表示f
*

有了延拓的概念, 将所讨论的函数的定义域限制在区间 [- l , l ] 上, 梁方程( 15) 式所对应

的本征函数系为 :

i �=
1

l
cos

i x
l

,
1

l
sin

i x
l

换成
+

i= 1
( 19)

本征值系为:

i 解 导=
i
l

� �d
4

,
i
l

观上
4量 +

i= 1
( 20)

由( 4) 式得基本解为:

G( x , x 0) =

+

i= 1

1
i

1
l

cos
i ( x - x 0)

l
, ( 21)

式中 i = ( i / l )
4

利用( 21) 、( 16) 式可得:

l

- l

d4

dx
4 G ( x , x 0) f ( x 0) dx 0 = f ( x ) -

1
2l

l

- l
f ( x 0) dx 0 ( 22)

当函数 f ( x ) 是由( 18) 式延拓后的函数时, 由( 22) 式可得:
1

0

d4

dx
4 G( x , x 0) f ( x 0) dx 0 = f ( x ) -

1
2l

1

0
f ( x 0) dx 0 ( 23)

上文利用付立叶级数法得到了与定理2 相同的结论 本文将进一步以简单梁为例, 说明

在一元函数的情况下, 控制方程和加权残数值弱形式的等价关系

定理 4 设函数 u 具有4阶导数, u 是方程( 15) 式的解的充分必要条件是对一切 x [ 0,
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1] 成立:

1

0

d4
u( x0)

dx
4 - T( x 0)

� �中 式

G( x , x 0) dx 0 = 0 ( 24)

和
1

0

d
4
u( x0)

dx
4 - T( x 0) 先知dx 0 = 0, ( 25)

必要性显然成立

下面将证明充分性, 设 u 具有4阶导数, 并满足( 24) 和( 25) 式 记 f ( x ) = d4
u( x ) / dx

4
-

T( x ) , 将 f ( x ) 在区间[- l , l ] 延拓, 并代入( 24) 和( 25) 式可得:
l

- l
G( x , x 0) f ( x 0) dx 0 = 0 ( 26)

和
l

- l
f ( x 0) dx 0 = 0 ( 27)

将( 26) 式两边同乘
1

l
cos

i x
l

或
1

l
sin

i x
l

再关于 x 在[- l , l ] 上积分可得:

l

- l
f ( x 0) cos

i x 0

l
dx 0 = 0,

l

- l
f ( x 0) sin

i x 0

l
dx 0 = 0 ( 28)

比较( 27) 、( 28) 和( 16) 、( 17) 式, 可得

f ( x ) = 0,

所以充分性成立

2 2 简单梁的边界元法

从控制方程( 15) 式的弱形式( 24) 式和( 25) 式经过分部积分导出边界积分方程是方法之一

但是, 由于基本解的高阶导数收敛性差, 本文利用间接方法导出边界积分方程 又为了提高精

度, 本文利用了两个已知的解析函数 u1, T 1

假设函数 u1 在区间[ 0, 1] 上有连续的4 阶导数, T 1 在区间[ 0, 1] 上连续 且满足:

d4
u1

dx
4 = T 1,

1

0
T 1dx 0, ( 29)

称 u1, T 1 为方程的一次解

作函数 u :

u =
s
s1

u1 +
1

0
G ( x , x 0) T( x 0) -

s
s1

T 1( x 0)

� � %

dx 0 +

c1 + ( G ( x , l ) - G ( x , - l ) ) c2 +

G ( x , l ) c3 + G ( x , - l ) c4, ( 30)

式中 s =
1

2l

1

0
T ( x ) dx , s1 =

1
2l

1

0
T( x ) dx ,

c1, c2, c3, c4 是待定常数

可以验证( 30) 式满足方程( 15) 式, 是方程( 15) 式的解, 式中含有 4 个待定常数可以由边界

条件唯一确定

2 3 例题 1

设梁的控制方程为:

d4
u/ dx

4
= sinx , 0 x 1, ( 31)

边界条件为:

u0 = u0 = u0 = 0, u1 = , ( 32)
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见图 1

图 1

取一次解

u =
1

2!
1
8

+ 3 1 x� � � 0x
2
-

1
3!

5
8

+ 3 1 )
� �和

x
3
+

1
4!

x
4
,

T 1 = 1, T

( 33)

式中 1 =
s

, s =
1
2l

1

0
sinxdx , l = 1

当 = 0 229 8 10- 2 时, 计算结果如表 1

表 1

坐 标 0 2 0 4 0 6 0 8 1 0

边界元解 u 0 964 2 10- 3 0 273 0 10- 2 0 389 5 10- 2 0 369 9 10- 2 0 229 8 10- 2

理论解 u * 0 963 9 10- 3 0 267 5 10- 2 0 382 7 10- 2 0 365 2 10- 2 0 229 8 10- 2

3 二维 Poisson 方程和 Laplace 方程的边界元法

3 1 Poisson方程的基本解和边界元法

二维 Poisson 方程为:

2
u =

2
u

x
2 +

2
u

y
2 = T( x , y ) ( x , y ) , ( 34)

式中, 为有限区域

边界条件为:

u | L = u ( 35)

或 u/ n | L = u, ( 36)

式中, L 为区域 的边界, u /5 �n 为L 的外法向导数# 

设 E = [- a, a] @ [- b , b] , a, b > 0, 且满足条件 8 < E # 

由( 4) 式可得基本解:

  G( p , q) = E

+ ]

i= 0
E

+ ]

j = 0

1
Kij

L ij cos
iP( x - x 0)

a
cos

iP( y - y 0)

b
, ( 37)

式中

  Kij =
iP
a

1
2

+
iP
b

� � �
2

, Lij =

0,     i = 0, j = 0,

1/ ab, i X 0, j X 0,

1/ 2ab , 其它, �

 p = ( x , y ) , q ( x 0, y0)# 

取一次解为 u1, T 1 ¨
2
u1 = T 1, QQ 8

T 1d L X 0� � %,

作函数

  u =
s
s1

u1 +
QQ 8

G ( p , q ) T( q ) -
s
s1

T 1( q ) 4 个d L( q ) +

c1 +
QL

G ( p , qs) c( qs ) dL ( qs) , ( 38)

式中, p ( x , y ) , q = ( x 0, y 0) , c 是待定常数, c( qs) 为边界 L 上的待定函数, qs 为边界L 上的点# 

当( 38) 式满足边界条件( 35) 式或( 36) 式, 和

  Q L
c( qs) dL ( qs) = 0 ( 39)
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时, u 是方程( 34) 式的解# 

虽然在( 38) 式中多了一个未知常数 c1, 边界条件( 35) 或( 36) 式不能唯一确定常数 c1 和边

界函数 c( qs )# 但是, 由于受( 39) 式制约, 常数 c1 的影响恰好被抵消# 

312  例题 2

设Poisson 方程为:

  ¨
2
u = - 2

P
0122

� �
2

sin
Px

0122
��, s in

Py
0122

, ( 40)

边界条件

  u | L = 0, ( 41)

式中, L 为区域[ 0, 0122] @ [ 0, 0122] 的边界# 

取一次解为:

  u1 = x ( x - 0122) y ( y - 0122) , T 1 = 2x ( x - 0122) + 2y ( y - 0122) # 

计算结果见表 2# 

表 2

坐标 ( x , y) (01 01, 01 01) (01 05, 01 11) ( 01 09, 0109) ( 01 05, 0105) ( 01 03, 0103)

边界元解 u 01 150 69 01839 47 01811 71 01428 46 01192 68

理论解 u * 01 142 31 01959 49 01920 63 01428 84 01172 04

4  结 束 语
本文给出了又一种非奇异边界元法# 利用这个方法求解梁方程和二维 Poisson 方程, 计算

结果同理论解相比基本吻合# 本文提出的方法适用于求解 Strum_Liourille 型一类方程, 在工程

中有着广泛的应用领域, 具有较强的实用性# 
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A S y m m e t r i c a l N o n s i n g u l a r B o u n d a r y E l e m e n t M e t h o d

Yao Zhiy uan

( Ea st China Ship_Building In stitute , Zhenjiang , J iangsu 212003, P R Chin a )

Abst ra ct : In this paper, on the basis of the theory o f functional analysis, by the use of the complete

orthogonal eigenfunction system, a fundamental solution o f the contr ol equation is constructed. By

this method, a symmetrical nonsingular boundary element method is deriv ed.

Key w ords: eigenfunction; fundamental solution; boundary element/ nonsingular boundary element
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