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轴对称圆环壳的一个新解
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(吴家龙推荐)

摘要:  指出了现有渐近解的不足之处# 本文统一用广义Airy 函数表示齐解和非齐特解的完全渐

近展开, 而现有的渐近解是用 Bessel 或 Airy 函数表示齐解, 用 Lommer 函数表示非齐特解的# 本文

所得到的新解是全域一致有效的, 达到了薄壳的理论精度, 且齐解和特解之间满足变动参数关系# 

事实上, 本文给出了三个特解, 其中之一正好与Tumarkin( 1959)和 Clark( 1963) 的解相同# 

关  键  词:  圆环壳;  转点;  渐近解

中图分类号:  O356   文献标识码:  A

符   号

L = r0 / R0,

J = 12(1- M2) Lr 0/ h,

K2 = iJ

M: Po isson 比,

H: 子午圆( 小圆) 的极角,

r 0: 子午圆( 小圆) 的半径,

h: 壳厚, 常数,

R0: 圆环壳顶端到旋转轴的距离, 即大圆半径,

1  问题提出

圆环壳的特点在 H= 0和 H= P处存在转点# 在该点, 高斯曲率变号# 见图1# 用渐近

法求解承受轴对称载荷的圆环壳方程是行之有效的# 张维( 1944, 1949) , R. A. Clark( 1950) , 诺

沃日洛夫( V. V. Novozhilov1951) 和 C. A. Tumarkin( 1959) 作了开创和奠基工作# 然而, 他们都只

给出了齐解的渐近展开式的首项# 为了讨论高阶近似, 我们从 Novozhilov( 1951) 导出的圆环壳

方程开始:

  ( 1 + LsinH) d
2
U

dH2
- LcosHdU

dH
+ iJsinHU = J�DcosH ( 1)

其中, J是实型大参数, U和�D 是复函数# 解出 U后, 可用它表示全体壳体内力和变形分量# 

方程( 1) 可变换为

  d
2
y

dH2 + [ K2
P1( H) + P2( H) ] y = K2

F( H) , ( 2)

其中, K2 是复型大参数# 非齐次项 F( H) 在转点无奇性# 这是诺沃日洛夫 ( Novozhilov) 方程
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图  1

的优点# 而

y =
U

1+ LsinH
,  P 1( H) =

sinH
1+ LsinH

,

P2( H) = -
L[ 2L+ 2sinH+ Lcos

2
H]

4( 1 + LsinH) 2 ,

F ( H) = -
i�D cosH

( 1 + LsinH) 3/ 2# 词:

( 3)

比( 2) 的形式更普遍一些的方程

  d
2
y

dx
2 + [ K2

q1( x ) + Kq2( x , K) ] y = K2
G( x , K) , ( 4)

曾经吸引了大批数学家的兴趣# Nayfeh( 1973) 在他的专著中介绍了 4 种方法, 可以确定当 K
2

是实型参数时, 方程( 4) 的齐解的完全渐近展开# 它是

  v = A( z , K)Fi ( N) + B( z , K)Fci ( N) ,  N= K2/ 3
z  ( i = 1, 2) ( 5)

其中, z 是 Langer 变量, v 是 y 的某种象函数, F1 和 F2 分别表示两类Airy 函数Ai 和Bi# 然而,

这个展开式不适合圆环壳方程( 2)# 因为方程( 2) 中的参数 K2 是复型# 而如果方程( 4) 中的

参数 K也改为复型, 则其解( 5) 中含有虚宗量的第二类 Airy 函数 Bi# Olver( 1974) 指出, 虚宗量

的第二类Airy 函数 Bi 不是/ 数值满意的0, 建议不要使用# 

至于方程( 4) 的特解, Tumarkin( 1959) 曾得到了一个完全渐近展开

  v = C ( z , K) + K2/ 3
A ( z , K) T ( N) + K1/ 3

B( z , K) T
c
( N) ,  N= K2/ 3

z , ( 6)

其中, T (F) 定义为如下方程的解

  T
d

+ NT = 1,  T =
1
N,  当 | N| y ] # ( 7)

这样, T (F) 可以用Lommel 函数表示为

  T ( N) =
2
3
N1/ 2

S0, 1/ 3
2
3
N3/ 2 �

= Q
]

0
exp - Nt -

1
3

t
3� � �dt# ( 8)

数年以后, 解( 6) 被Clark( 1963) 验证# 请注意, 特解中的参数 K2 是复型# 

显然, 因为采用了不同的函数去展开齐次解和非齐解, 所以对同一方程要采用两种不同

的变换# 同时, 也看不出用 Lommel 函数表示的非齐特解和用 Airy 函数表示的齐解之间有丝

毫关系( 这当然是可以的)# 而根据方程理论, 应当存在与齐解之间满足变动参数关系的非齐

特解# 

本文得到了当参数 K
2
是复型时, 方程( 4) 的齐解的完全渐近展开# 它是数值满意的# 在

此基础上, 采用变动参数法得到了三种可供选择的非齐特解# 可以证明, Tumarkin 或Calrk用

Lommel 函数 T( F) 表示的特解只是上述三种可能形式中的一种# 

值得指出的是, 本文所得到的轴对称圆环壳方程的齐解和特解都统一用广义Airy 函数展

开# 广义Airy 函数是 Drazin 和 Reid( 1981) 提出的# 从而, 轴对称圆环壳方程的全部解有了统

一的渐近表达式# 

除此之外, 作者同样用广义 Airy 函数, 求出了承受非对称载荷的圆环壳的全部解的完全

渐近展开( 见 Zhang1994)# 可以说, 对于承受任意载荷的圆环壳, 我们都有了形式统一的完全

渐近解# 
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2  解的展开形式

采用 Langer 变换

  z = U( x ) , U=
3
2Q

x

0
p 1( G) dGH� � �

2/ 3

,  W= Ucy , ( 9)

方程( 4) 变为

  d2 W
dz

2 + [ K2
z + KR ( z , K) ] W= K2

G ( z , K) , ( 10)

其中, 假设

  R( z , K) = E
]

n= 0
K- n

Rn( z ) ,  G( z , K) = E
]

n= 0
K- n

Gn( z ) ,  当 Ky ] # ( 11)

在圆环壳问题中, 见方程( 2) , 我们有

  
R1( z ) =

p 2

Uc2 +
3
4
Ud2

Uc4 -
1
2
UÊ
Uc3,  Rn = 0  ( n X 1) ,

G0( z ) = ( Uc)
- 3/ 2

F,  Gn = 0  ( n X 0)# !

( 12)

为了推断方程( 10) 或( 4) 的解的渐近展开式, 先求仅在转点 z = 0 附近有效的/ 局部解0# 因为

它一定是全域一致有效解当 z y 0时的蜕化情况, 所以, 可由它推论出全域一致有效解的一般

形式# 

为了求局部解, 引进了新尺度

  F= - K2/ 3
z ( 13)

且将( 10) 中的变系数用它们各自在 z = 0 处的值代替, 令

  r = R( 0, K) ,  g = G ( 0, K) ( 14)

它们是常数, 则方程( 10) 成为仅在转点附近成立的/ 局部方程0:

  Wd- FW+ K- 1/ 3
rW= K2/ 3

g , ( 15)

式中, 上标c表示对 F求导# 

211  齐解的渐近展开形式

将渐近级数

  W(F, K) = E
]

n= 0

( K- 1/ 3
)dWn(F) ( 16)

代入( 15) 的相应齐方程, 令 K
- 1/ 3

的各级幂次的系数对应相等, 得逐级方程

  Wd0 - FW0 = 0, ( 17)

和    Wdn - FWn = - rWn- 1  ( n \ 1)# ( 18)

为求( 17) 的解, 可令(A5) 中的 p = 1, 得

  W0 = Ak (F, 0) , ( 19)

其中, k = 1, 2, 3, 下同# 令( 18) 中的 n = 1, 将( 19) 代入# 再令( A5) 中 p = 0, 两结果相比

较, 得

  W1 = - rA k(F, - 1)# ( 20)

类似, 令( 18) 中 n = 2, 将( 20) 代入# 再令( A5) 中 p = - 1, 两结果相比较, 得

  W2 =
1
2 (- r )

2
A k(F, - 2)# ( 21)

一般地, 有
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  Wn =
1

n!
(- r )

n
A k( F, - n)  ( n \ 0)# ( 22)

这样, 由( 16) 式, 有

  W(F, K) = E
]

n= 0
( K- 1/ 3

)
n 1

n!
(- r )

n
A k(F, - n)# ( 23)

又由递推关系(A7) 知, 对所有的 A k(F, p ) ( p [ 0) , 均可用A k( F, 0) 和A k( F, - 1) 线性表出, 最

终有

  W
( k )

( F, K) = A( 0, K) A k( F, 0) + K
- 1/ 3

B( 0, K) A k(F, - 1) , ( 24)

式中

  A( 0, K) = E
]

n= 0

An ( 0) K- n
,  B( 0, K) = E

]

n= 0

Bn( 0) K- n# ( 25)

都是已知的, 由( 10) 中系数在转点 z = 0处取值而组成# 又, 增加 W
( k )

的上标是为了强调, 我

们得到的是基解# 在三个可能的基解中( k = 1, 2, 3) , 任意两个都是线性无关的, 构成基础解

系# 显然, 有三种可能去选择基础解系# 以后将证明, 选 W( 2) 和 W(3) 较为适当# 

解( 24) 仅在转点附近有效, 但由它可推断, 方程( 10) 的解的全域一致有效展开式具有形式

  W( k )
( F, K) = A( z , K) A k(F, 0) + K- 1/ 3B( z , K) A k(F, - 1) , ( 26)

式中, 系数可写成级数形式

  A( z , K) = E
]

n= 0

An( z ) K- n
,  B( z , K) = E

]

n= 0

Bn ( z ) K- n# ( 27)

展开式( 26) 与 01ver 的结果完全一致# 可看Nayfeh( 1973) , p. 348, 方程( 7. 3. 85)# 

212  推断非齐特解的渐近展开式

先求仅在转点 z = 0 附近成立的/ 局部特解0# 变动参数法要求特解具有形式

  W*
(F, K) = c1(F) W( k )

(F, K) + c2( F) W
(k+ 1)

(F, K) , ( 28)

式中, W( k) 和 W( k+ 1)
( k = 1, 2, 3; 逢 3 取余) 是( 15) 的基础解# 代入( 15) , 得

  
c

c
1( F) = -

W( k+ 1)

W( W( k)
, W( k+ 1)

)
K2/ 3

g,

c
c
2( F) = -

W( k )

W( W
( k)

, W
( k+ 1)

)
K

2/ 3
g# 

( 29)

式中, W( W( k)
, W( k+ 1)

) 表示由 W( k ) 和 W( k+ 1) 组成的 Wronsky 行列式# 把( 24) 代入, 利用(A6) ,

(A7) , (A13) 和( A11) , 得

  W( W( k )
, W(k+ 1)

) = -
[ A( 0, K) ]

2

2Pi
( 30)

代入( 29) , 再积分, 得

  c1( F) =
2Pi

[ A( 0, K) ]
2K

2/ 3
g[ A( 0, K) A k+ 1(F, 1) + K- 1/ 3B( 0, K) A k+ 1(F, 0) ]

和    c2( F) =
2Pi

[ A( 0, K) ]
2K

2/ 3
g[ A( 0, K) A k( F, 1) + K- 1/ 3B( 0, K) A k(F, 0) ] ( 31)

将( 31) 代入( 28) , 并利用( A7) , ( A6) , (A13) 和( A11) , 得

  W*
(F, K) = g

B( 0, K)
A( 0, K)

� �  
2

+ K2/ 3
gBk+ 2(F, 0) + K1/ 3

g
B( 0, K)
A( 0, K)

Bk+ 2(F, - 1) ( 32)

它是( 15) 的特解, 仅在转点附近有效# 表达式( 32) 令我们推断方程( 10) 的全域一致有效解具

有形式
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  W*
(F, K) = c( z , K) + K2/ 3

a( z , K) Bk+ 2( F, 0) + K1/ 3
b ( z , K) Bk+ 2(F, - 1) ( 33)

式中, a( z , K) 和 b( z , K) 是待定参数, 它们有展开式

  a( z , K) = E
]

n= 0
an( z ) K- n

,  b ( z , K) = E
]

n= 0
bn ( z ) K- n

,  c( z , K) = E
]

n= 0
cn( z ) K- n

( 34)

由( 33) 可看出, k 分别等于1, 2和3时, 特解有三种可能形式# 它们各自有相应配套的基础解

系# 由(A3) 和图A1可看出, 在特解的展开函数 B 1, B2 和 B 3中, 只有 B1 是实积分, 较简单# 

相应地, 在( 33) 中应取 k = 2# 由此, 最简单的特解是

  W*
(F, K) = c( z , K) + K2/ 3

a( z , K) B1(F, 0) + K1/ 3
b( z , K) B 1(F, - 1) ( 35)

相应地, 在( 28) 中令 k = 2, 将给出解 W(2) 和 W(3) 的一个线性无关部分组, 它与特解( 35) 对应# 

因此, 方程( 10) 的两个独立的齐解, 看( 26) , 应选择为

  W( k )
( F, K) = A( z , K) A k(F, 0) + K- 1/ 3B( z , K) A k(F, - 1)  ( k = 2, 3) ( 36)

值得说明的是, 根据(A3) 和( 8) 有

  B1(F, 0) = Q
x

0
exp(Ft - t

3
/ 3) dt = T(- F) ( 37)

和    B1(F, - 1) = B
c
1( F, 0) = - T

c
(- F) ( 38)

这说明, Lommel 函数 T( F) 就是 广义 Airy 函数 B1(F, 0) # 而特解( 35) 实际上就是 Tumarkin

( 1959) 和 Clark( 1963) 得到的著名的解# 

3  最终结果

把( 36) 和( 35) 代入方程( 4) , 令 Ak (F, 0) 和A k( F, - 1) 的系数以及 B1(F, 0) 和 B1(F, - 1)

的系数等于零, 可得一组关于未知系数 A( z , K) , B( z , K) , a( z , K) , b( z , K) 和 c( z , K) 的常微分

方程# 这些未知系数可按( 27) 和( 34) 写成渐近级数的形式# 把它们代入上述常微分方程,

令小参数 K- 1 的各项幂次的系数相等, 可得关于 An, Bn, an, bn 和cn 的逐级方程# 求解之, 可得

方程( 4) 或( 10) 的齐解和特解的完全渐近展开# 

在圆环壳问题中, 渐近方程只要满足薄壳理论精度就足够了# 所以, ( 12) 式是成立的# 最

终得到方程( 1) 或( 4) 的两个独立的齐解, 如下

  W( k )
( F, K) = A0Ak (F, 0) + K- 4/ 3B1( z ) A k( F, - 1)  ( k = 2, 3) ( 39)

其中

  A0 = 1,  B1 = -
1

2 zQ
z

0

R1( S)

S
dS ( 40)

方程( 1) 或( 4) 的特解的一级近似是

  W*
0 (F, K) = c0( z ) + K2/ 3

a0B 1( F, 0) ~ O( K- 1
) = O( h

1/ 2
) ( 41)

其中

  c0( z ) =
G0( z ) - G 0( 0)

z
,  a0 = G0( 0) ( 42)

表达式( 41) 与 Holstein ( 1950) , Clark( 1958, 1963) 和 Tumarkin ( 1959) 所得到的结果相同( 参看

Nayfeh( 1970) pp. 353, 方程( 7. 3. 125) )# 

方程( 1) 或( 4) 的特解的高阶近似是

  W*
1 = K- 2

[ c2 + K2/ 3
a2B 1( F, 0) + K4/ 3

b1 B1(F, - 1) ] ~ O( K- 2
) = O( h) ( 43)
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其中

  

b1 =
G0( 0)

2 z Q
z

0

R1( S)

S
dS

a1 = -
1
2

G0( 0) R1( 0) -
1
3

G
Ê
0( 0) - R1( 0) G

c
0( 0) +

G0( 0) R1( z ) - b1( z )

4z
-

G0( 0)

4 Q
z

0Q
z

0

R 1( S) R1( t )

t
dt

zc2 = - a2 +
G0( z ) R 1( z ) - b1( z ) - G

d
0( z )

z
+

2G
c
0( z )

z
2 -

2G0( z )

z
3K

( 44)
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附   录

Drazin 和 Reid( 1981)定义了三类广义Airy 函数

  Ak ( z , p ) =
1

2PiQL
k

t- p ex p z t -
1
3

t3�� � � �dt, ( A1)

  B0 ( z , p ) =
1

2PiQL
0

t- pexp zt -
1
3

t3( , dt , ( A2)

  Bk( z , p ) =
1

2PiQI
k

t- p exp zt -
1
3

t3 dt , ( A3)

其中, 在( A1) 和( A2)中 p = 0, ? 1, ? 2, 在( A3) 中 p = 0, - 1, - 2; 路径 Lk, L0 和 I k( k = 1, 2, 3) 如图 A1 所

示# 

容易看出, 函数 A k( z , p ) , B0( z , p ) 和 Bk( z , p ) 是下述微分方程的解

图 A1  t平面上的积分路径

  (AD + p - 1) u = 0 ( A4)

其中, D = d/ dz , A = D 2 - z # 

A1  函数  A k( z , p )

我们有

  AA k ( z , p - 1) = - ( p - 1) Ak ( z , p ) , ( A5)

  DdA k( z , p ) = A k( z , p - n) ( A6)

和    Ak ( z , p - 3) - zA k( z , p - 1) + ( p - 1) Ak ( z , p ) = 0# 

( A7)

A k ( z , p ) 在域 T k 中 , 见图 A2, 的渐近展开式如下

  

A 1( z , p )

A 2( z , p )

A 3( z , p )

~

- i - 1 - 1

i - 1 - 1

- i - 1 - 1

A+ ( z , p )

B0( z , p )

A- ( z , p )

 ( p I Z)# 

( A8)

其中

  A ? ( z , p ) =
1
2
P- 1/ 2(? 1) pz - ( 2p+ 1) / 4 e+ F E

]

s= 0

(? 1) sf s ( p )F- s, F=
2
3

z 3/ 2# ( A9)

和

  f 0( p ) = 1,

  f 1( p ) =
1

2332 (12p
2

+ 24p + 5) ,
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  f 2( p ) =
1

2734 (1444 + 1344p 3 + 3864p 2 + 3504p + 385)# 

A2  函数 B0 ( z , p )

我们有

  B0 ( z , p ) S 0  (如 p [ 0)# ( A10)

图 A2  z 平面上的有效区域

其余则是z 的 p - 1 次多项式# 前几个是

  

B0 ( z , 1) = 1,  B0( z , 4) =
1
3!

z 3 -
1
3

,

B0 ( z , 2) = z ,  B 0( z , 5) =
1
4!

z 4 -
1
3

z ,

B0 ( z , 3) =
1
2!

z 2,  B0( z , 6) =
1

5!
z 5 -

1
6

z 2# 

( A11)

同样, B0( z , p ) 也满足方程 ( A5) ~ ( A7)# 

A3  函数 Bk( z , p )

容易验证, Bk( z , p ) 仍满足方程( A5) ~ ( A7) , 只要把 Ak ( z , p ) 换成

Bk( z , p )# Bk( z , p ) 在 Tk 中的渐近展开式是

  Bk( z , p ) ~ (- 1)
1- p

(- p ) ! z
p- 1 @

      1-
1
3

( p - 1) ( p - 2) ( p - 3) z 3 + ,� � p ( A12)

最终, A k( z , p ) 的 Wronsky 行列式是

  W(A k , A k+ 1) ( z , p ) =

- (- p ) !(- 1)- p 1
2Pi

B0( z , 1- p )  ( p = 0, - 1, - 2, ,) ,

-
1

( p - 1) !
1

2Pi
Bk+ 2( z , 1 - p )  ( p = 1, 2, 3, ,)# I

( A13)
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Novel Solutions of Toroidal Shells

Under Axisymmetric Loading

Zhang Ruojing

( Depar tm ent of Engineerin g Mecha nics , T on gji Univer sity , Sha nghai 200092, P R Chin a )

Abstract: Several improvements are made for existing asymptotic expansions for the axisymmetric

toroidal shells. The new expansions are numerically satisfaytory and satisfy the accuracy of the theory

of thin shells. All of them are expressed in terms of generalized Airy functions, instead of Bessel or

Airy function for the homogeneous and Lommel function for the particular solutions, respectively, as

in the existing work. In fact, three particular solutions are given in the paper, one of which is just the

solution obtained by Tumarkin(1959) and Clark(1963).

Key words: toroidal shells; asymptotic; generalized Airy function
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