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摘要:  对一类非自治四阶微分方程的一切解, 给出了有界和一致有界的充分条件# 
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引   言

本文研究了非自治微分方程

  x
( 4)

+ U( t , x , Ûx , &x ) x
,

+ b&x + g ( t , x , Ûx ) + dx = p ( t , x , Ûx , &x , x
,

) (1)

及

  x
( 4)

+ ax
,

+ f ( t , x , Ûx , &x ) + g( t , x , Ûx ) + dx = p ( t , x , Ûx , &x , x
,
) (2)

的一切解的有界和一致有界问题,其中 a、b、d为常数,函数 U、f、g、p 为所示自变量的函数,而

x 上方的点表示对 t 的导数# 我们还假设 U、f、g、p 对自变量的一切值都是连续的,并且其导

数5 U/5 t、5U/ 5x、5U/ 5y、5f / 5 t、5f / 5x、5f / 5y、5g /5 t、5g/ 5x 对自变量的一切值都存在并连

续# 在下文中,我们将采用下列系统, 它们分别和(1)、( 2) 等价# 

  
Ûx = y , Ûy = z , Ûz = u ,

Ûu = - U( t , x , y , z ) u - bz - g ( t , x , y ) - dx + p ( t , x , y , z , u) ,
(3)

  
Ûx = y , Ûy = z , Ûz = u ,

Ûu = - au - f ( t , x , y , z ) - g( t , x , y ) - dx + p ( t , x , y , z , u)# 
(4)

本问题在过去 40年中曾受各方重视,尤其当微分方程是自治的时, 更加如此# 有关这方

面的成果曾在文献[ 1]中总结过# 研究( 1)、( 2)式的动机源于 Abou_El_Ela和 Sadek[ 2]、Hara[ 3]、

Jin Jun[ 4]和TunÔ[ 5]等的工作# 本文的目的是进一步推广和改进 Jin Jun[ 4]有关下列方程的工

作和成果:

  x
( 4)

+ a( t , x , Ûx , &x ) x
,

+ b&x + cÛx + dx = p ( t , x , Ûx , &x , x
,
) ,

  x
( 4)

+ ax
,

+ b ( t , x , Ûx , &x ) + cÛx + dx = p ( t , x , Ûx , &x , x
,
) ,

和    x
( 4)

+ ax
,

+ b&x + g( t , x , Ûx ) + dx = p ( t , x , Ûx , &x , x
,
) # 

考虑微分方程组

  dx/ dt = H ( t , x) , (5)
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其中, x = ( x1, ,, x n) ,H ( t , x ) 在下列区域内连续 :

  8: I (0 [ t < + ] ) @ E
n
x   ( +x + < + ] ) # 

引理 1  设 M( t , x) 为在域

  8* : I (0 [ t < + ] ) @ E
n
R   ( +x + > R)

中定义的一个正连续可微函数,而且M( t , x) 当 +x + y+ ] 时在 t域内逼近无穷大,同时

  dM
dt

=
5M
5t

+ H ( t , x) gradM[ G(M, t )# (6)

如果( 6)在 t ( \ 0) 内没有无界的正值解,则(5) 式的所有解都是有界的# 

特别地,设 G(M, t ) = k ( t ) L (M) ,其中 k( t ) 是 t 的连续函数,Q
+ ]

k( t )dt是收敛的, L( M)

是 M( \ 0) 的正连续函数,Q
+ ] 1

L (M)
dM= + ] ,则(6) 式在一切 t 内都没有无界正值解# (见

[ 6] ) # 

下列引理 2是众所周知的(见[ 7] ) # 

引理 2  设 M( t , x) 为在域

  8* : I (0 [ t < + ] ) @ E
n
R   ( +x + > R)

中定义的一个正的连续可微函数, 它满足下列条件:

( � ) a( + x +) [ M( t , x) [ b ( +x +) ,这里 a( r ) I CI (一族连续和递增的函数) , r y ]

时 a( r ) y ] ,且 b( r ) I CI ;

( � ) 在 8 * 中, ÛM( 5) ( t , x) [ 0# 

则( 5)式的解是一致有界的# 

1  结 果及 证 明

首先,我们研究( 1)式所有解的有界性和一致有界性# 

定理 1  设系统( 3)满足下列条件:

( � ) a、b、c、d、A、D、D是正的常量, 对所有的 t、x、y、z 而言, 满足

  bcU( t , x , y , z ) - dU
2
( t , x , y , z ) - c

2 \ D;

( � ) 对所有的 t、x、y、z , 有

  Uct ( t , x , y , z ) + yUcx( t , x , y , z ) + zUcy( t , x , y , z ) [ 0;

( � ) 对所有 t、x 和 y X 0,

  g( t , x , 0) = 0, 0 [ g( t , x , y )
y

- c [ D- D

a A
,

  1
yQ

y

0
g

c
x ( t , x , G) dG [ -

b
2DD

2a
2
A

,

且对所有 t、x、y , yg
c
t ( t , x , y ) [ 0;

( � ) | p ( t , x , y , z , u ) | [ P ( t) ( x
2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
)
1/ 2

, 其中 P ( t) 为非零的连续函数,且

  Q
]

0
P ( t)dt < + ] # 

则系统( 3)的所有解都是有界的# 

证明  在以下证明中,我们主要利用了可微函数 M= M( t , x , y , z , u ) ,它定义如下:

  2M= (2b) [ bu + cz + 2dy ]
2
+ ( b

2
) [ bz + cy + 2dx ]

2
+

( b
2
- 4d ) [ bz + cy ]

2
+ (2d) [ ( b

2
- 4d ) b + 2c

2
] y

2
+
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(4bc)Q
z

0
[ bU( t , x , y , F) - c] FdF+

(4b
2
c)Q

y

0

g ( t , x , G)
G

- c GdG# (7)

由( � ) ,显然有

  b
2
- 4d > 0,

  bU( t , x , y , z ) - c > 0   (对一切 t , x , y , z ) # 

由于 U( t , x , y , z ) < ( bc/ d ) ,从 ( � )可以得出

  0 [ Q
z

0
[ bU( t , x , y , F) - c] FdF [ c( b

2
- d)

2d
z
2# 

由( � ) ,我们又有

  Q
y

0

g ( t , x , G)
G

- c GdG \ 0

和

  Q
y

0

g ( t , x , G)
G

- c GdG [ D D

2a A
y
2# 

因此, ( 7)式定义的 M是一个正定函数,它有一个无穷的下限和一个无穷小的上限# 于是, 设 E

是一个正的常数,则

  M( t , x , y , z , u) \ E( x
2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
)# (8)

利用恒等式

  ÛMS d
dt
M( t , x , y , z , u ) =

5M
5x

y +
5M
5 y

z +
5M
5z

u +
5M
5u

Ûu +
5M
5 t

可以求得

  ÛM= - (2b
2
d) 2

g( t , x , y )
y

- c y
2
- (2b

2
) [ bU( t , x , y , z ) - c] u

2
-

(4b
2
d ) U( t , x , y , z ) yu - (2b

3
)

g( t , x , y )
y

- c yu +

(2b
2
c)Q

y

0
g

c
t ( t , x , G)dG+ (2b

2
c) y

2 1
yQ

y

0
g

c
x ( t , x , G)dG +

(2b
2
c)Q

z

0
[ Uct ( t , x , y , F) ] FdF+ (2b

2
c) yQ

z

0
[ Ucx( t , x , y , F) ] FdF+

(2b
2
c) zQ

z

0
[ Ucy( t , x , y , F) ] FdF+ (2b

2
) [ 2dy + cz + bu] p ( t , x , y , z , u)# (9)

由( � )和( � ) , 可得

  ÛM[ - (2b
2
cd) y

2
- (2b

2
) [ bU( t , x , y , z ) - c] u

2
- (4b

2
d ) yuU( t , x , y , z ) -

(2b
3
)

g( t , x , y )
y

- c yu + (2b
2
c) y

2 1
yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG +

(2b
2
) [ 2dy + cz + bu ] p ( t , x , y , z , u)# (10)

因为

  ( b
2
cd) y

2
+ ( b

2
) [ bU( t , x , y , z ) - c] u

2
+ (2b

2
d) yuU( t , x , y , z ) =

     b
2
d

c
[ cy + U( t , x , y , z ) u ]

2
+

b
2

c
[ bcU( t , x , y , z ) -

     dU2( t , x , y , z ) - c
2
] \ ( b

2D/ c) u
2
,
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从( 10)式可得

 ÛM[ -
2b

2
D

c
u
2
- (2b

3
)

g ( t , x , y )
y

- c yu + (2b
2
c) y

2 1
yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG +

(2b
2
) [ 2dy + cz + bu] p ( t , x , y , z , u)# (11)

让我们考虑( 11)式中下列诸项

 w = -
b
2D
c

u
2
- (2b

3
)

g( t , x , y )
y

- c yu + (2b
2
c) y

2 1
yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG # 

根据条件( � ) , 很明显, w 满足w [ 0# 于是可得 :

  ÛM[ - ( b
2D/ c) u

2
+ (2b

2
) [ 2dy + cz + bu ] p ( t , x , y , z , u) [

- ( b
2
D/ c) u

2
+ (2b

2
) [ b

2
+ c

2
+ 4d

2
]
1/ 2 @

[ y
2
+ z

2
+ u

2
]
1/ 2

[ x
2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
]
1/ 2

P ( t) [

( b
2
) [- ( D/ c) u

2
+ rP ( t ) ( x

2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
) ] [

( b
2
) [- ( D/ c) u

2
+ rP ( t )M/ E] [

b
2
rP ( t )M/ E= G(M, t ) ,

这里业已利用了条件( � ) ,其中 r = 2[ b
2
+ c

2
+ 4d

2
]
1/ 2# 

显然,函数 M满足引理1中的所有条件, 因此系统(3) 的所有解都是有界的# 我们完全证

明了定理 1# 

定理 2  设定理 1中的条件( � ) ~ ( � )都满足,同时进一步满足

  rP ( t )M
E

-
D
c

u
2 [ 0, (12)

则系统( 3)的所有解都是一致有界的# 

证明  我们用与前面相同的方法处理定理 2, 可以证明,函数( 7)满足引理 2中的所有条

件及( 12) # 因此( 3)式的所有解都是一致有界的# 这就证明了定理 2# 

注记 1 定理 1 和定理 2 改进并包含了文献[ 4]的定理 1和定理 2# 

现在让我们讨论方程( 2)的所有解的有界性和一致有界性# 

定理 3  设系统( 4)满足下列条件:

( � ) a、b、d、D、A、D 都是正常量,并对一切 t、x、y X 0,有

  ab
g ( t , x , y )

y
-

g ( t , x , y )
y

2

- a
2
d \ D;

( � ) 对所有 t、x、y ,有

  g( t , x , 0) = 0, yg
c
t ( t , x , y ) [ 0,

对所有 t、x、y X 0, 有

  1
yQ

y

0
g

c
x ( t , x , G) dG [ -

b
2DD

2a
2
A

;

( � ) 对所有 t , x , y , z X 0, 有

  f ( t , x , y , 0) = 0, 0 [ f ( t , x , y , z )
z

- b [ 2DD
A

;

( � ) 对所有 t , x , y , z ,有

  z [ f
c
t ( t , x , y , z ) + yf

c
x ( t , x , y , z ) + zf

c
y ( t , x , y , z ) ] [ 0;

( � ) | p ( t , x , y , z , u ) | [ P ( t) ( x
2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
)
1/ 2

,这里 P ( t) 为非负连续函数, 且
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  Q
]

0
P ( t)dt [ + ] # 

则系统( 4)的所有解都是有界的# 

证明  证明本定理主要利用了可微函数 M= M( t , x , y , z , u) ,它定义如下 :

2M= ( b
2
) [ 2u + az + by ]

2
+ (2bd ) [ 2z + ay + bx ]

2
+ ( b

2
- 4d ) [ az + by ]

2
+

(4ab
2
)Q

y

0

g ( t , x , G)
G

-
ad
b

GdG+ 2b( b
2
- 4d) z

2
+ 4a

2
dz

2
+

(8b
2
)Q

z

0

f ( t , x , y , F)
F

- b FdF# (13)

由条件( � )和( � ) , 得

  b
2
- 4d > 0,

  0 [ Q
y

0

g( t , x , G)
G

-
ad
b

GdG [ a ( b
2
- d )

2b
y
2

及

  0 [ Q
z

0

f ( t , x , y , F)
F

- b FdF [ DD
A

z
2# 

从上述讨论,我们可以证明( 13)式所定义的函数 M( t , x , y , z , u) 是一个正定函数, 它具有

一个无穷的下限和无穷小的上限# 所以,我们可以定义一个正常量 E,使

  M( t , x , y , z , u) \ E( x
2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
)# (14)

从( 13)和( 4) ,我们很易计算求得

ÛMS d
dt
M( t , x , y , z , u) = - (2ab

2
) u +

g ( t , x , y )
a

2

- (2b
3
) yz

f ( t , x , y , z )
z

- b -

(2ab
2
)

f ( t , x , y , z )
z

- b z
2

-
2b

2

a
ab

g( t , x , y )
y

-
g
2
( t , x , y )

y
2 - a

2
d y

2
+

(2ab
2
)Q

y

0
g

c
t ( t , x , G)dG+ (2ab

2
) yQ

y

0
g

c
x ( t , x , G) dG+ (4b

2
)Q

z

0
f

c
t ( t , x , y , F)dF+

(4b
2
y )Q

z

0
f

c
x ( t , x , y , F)dF+ (4b

2
z )Q

z

0
f

c
y ( t , x , y , F)dF+

(2b
2
) [ 2u + az + by ] p ( t , x , y , z , u)# 

于是有

ÛM[ -
2Db2

a
y
2

- (2b
3
) yz

f ( t , x , y , z )
z

- b - (2ab
2
)

f ( t , x , y , z )
z

- b z
2
+

(2ab
2
)

1
yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG y

2
+ (2 b

2
) [ 2u + az + by ] p ( t , x , y , z , u) , (15)

这里利用了条件( � )、( � )、( � )# 

现在考虑表达式

  w = - (2ab
2
) [ f ( t , x , y , z ) z - bz

2
] - (2b

3
) [ f ( t , x , y , z ) y - byz ] +

(2ab
2
) yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG # 

利用( � )和( � ) ,我们在 y X 0和 z X 0时得到

  (2ab
2
)

f ( t , x , y , z )
z

- b z
2

+ (2b
3
) yz

f ( t , x , y , z )
z

- b -

      ( 2ab
2
)

1
yQ

y

0
g

c
x ( t , x , G) dG y

2
=
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     2b
2

a
f ( t , x , y , z )

z
- b az +

b
2

y
2

-
b
4

2a
f ( t , x , y , z )

z
- b y

2
-

     (2ab
2
)

1
yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG y

2 \

     -
b
4

2a
f ( t , x , y , z )

z
- b y

2
- (2ab

2
)

1
yQ

y

0
g

c
x( t , x , G)dG y

2 \

     -
b
4

2a
2DD
A

y
2
+ 2ab

2 DDb
2

2a
2
A

y
2

= 0# 

如此即得到对所有 t、x、y X 0和 z X 0, w [ 0;但对 y = 0和 z = 0, w = 0# 这样, 我们得:对

所有 t、x、y、z ,

  w [ 0# (16)

把( 16)和( 15)合在一起,我们得

  ÛM[ -
2b

2D
a

y
2
+ (2b

2
) [ 2u + az + by ] p ( t , x , y , z , u ) [

-
2b

2
D

a
y
2
+ (2b

2
) [ 4+ a

2
+ b

2
]
1/ 2

[ y
2
+ z

2
+ u

2
]
1/ 2 @

[ x
2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
]
1/ 2

P ( t) [

(2b
2
) -

D
a

y
2
+ rP( t ) ( x

2
+ y

2
+ z

2
+ u

2
) [

(2b
2
) -

D
a

y
2
+

rP ( t )M
E

[

2b
2
rP( t ) M
E = G (M, t ) ,

这里利用了条件( � ) ,而 r = [ 4 + a
2
+ b

2
]
1/ 2# 

因此,由( 13)式定义的函数M( t , x , y , z , u )满足引理1的所有条件,系统(4) 的所有解都是

有界的# 定理得到完全证明# 

注记 2 定理 3 改进和包含了文献[ 4]的定理 3 和定理 5# 

定理 4  设系统( 4)满足定理 3所列条件( � ) ~ ( � ) ,并满足下列条件:

  rP ( t )M/ E- ( D/ a) y
2 [ 0, (17)

则系统( 4)的所有解都是一致有界的# 

证明  显然, ( 13)式所定义的函数 M( t , x , y , z , u) 满足引理 2的条件及(17) 式, 所以(4)

的一切解都是一致有界的# 

注记 3 定理 4 改进和包含了文献[ 4]的定理 4 和定理 6# 
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On the Uniform Boundedness of Solutions of Some

Non_Autonomous Differential Equations

of the Fourth Order

Cemil TunÔ
( Y�z�n c�Y¥l Univer sity , Educa tion Faculty , 65080, Van , TURKEY)

Abstract: In this paper, sufficient conditions are established under which all solutions of some non-

autonomous differential equations of the fourth order are bounded and uniformly bounded.

Key words: nonlinear differential equation of the fourth order; Lyapunov function; uniform bounded-

ness
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