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摘要:  从模糊事件的概率出发, 定义了峰型模糊随机变量及其真值的期望概念# 直接将参数的

模糊随机性引入总势能泛函中, 利用小参数摄动法建立了模糊随机变分原理# 并阐明了它的应

用# 
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引   言

不确定性主要包括模糊性和随机性两方面,它们是工程结构的固有特性# 在结构数值计
算方面,不确定性是指参数在取值上的模糊性和随机性# 参数的随机性体现在参数在时空分

布上的变异性; 参数的模糊性体现在参数在取值上的不精确性, 造成模糊性的根源在于认识主

体对客观事物的认识与客观事物本身之间存在的偏差# 例如对工程结构的弹性模量 E 而言,

E 的随机性是指E 在结构中不同的部位通常有不同的取值; E 的模糊性是指我们在计算时所

取的E 的值与E的真实值(简称为真值) 之间存在的偏差# 可以这样认为,参数的随机性反映

了参数在时空中不同点上的取值特性; 而其模糊性则反映了参数在时空中某一点上的取值特

性# 

现行的随机有限元法、模糊有限元法及其它随机、模糊数值方法基本上都是按如下思路推

导的: 在确定性有限元方程中引入参数和变量的随机性、模糊性, 得到一个不确定性方程# 然
后按照摄动理论或模糊数的分解定理, 得到一组确定性方程# 从而将不确定性方程的求解问

题转化为一组确定性方程的求解问题# 这种推导随机、模糊有限元方程的方法称为直接刚度

法# 
通常, 确定性有限元方程是通过对结构确定性的总势能(或余能)泛函求变分得到的# 由

于结构的控制参数都具有不确定性, 所以结构的总势能(余能)泛函也具有不确定性# 故而可

以这样认为, 直接刚度法走一条/先忽略后引入0的弯路: 即首先在结构的总势能(余能)泛函

中忽略参数和变量的不确定性, 得到一个确定性泛函, 在此基础上根据变分原理求得确定性

有限元方程# 然后再将参数的不确定性引入确定性有限元方程中, 由此求得不确定性有限元

方程# 在这样一个/先忽略后引入0的过程中是否存在错误? 直接刚度法本身并不能从理论上

743

 应用数学和力学,第 20 卷 第 7期( 1999年 7 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  1998_07_06; 修订日期:  1999_03_11

作者简介:  杨绿峰( 1966~ ) ,男, 博士,副教授, 已发表论文 20 余篇.



作出回答# 

只有在总势能(余能)泛函中引入参数的随机性,由此出发,根据泛函极值理论(即不确定

性变分原理)求得不确定性有限元法的控制方程,才能在理论上克服直接刚度法的缺陷, 为模

糊随机数值理论和方法的发展打下坚实的理论基础# 

1  峰型模糊数[ 1]

定义 1  有界闭模糊数 A 称为峰型模糊数, 如果 A 满足下列条件:

1)  A 的左、右展形函数 LA ( x ) , RA ( x ) 严格单调且连续, 且 0 [ LA , RA < 1# 

2)  集合KerA 有且只有一个元素Ab# 

这类模糊数的隶属函数在 Ab点取得唯一的一个极大值(即最大值) 1, 在 Ab点左右隶属函
数曲线单调下降,呈山峰状,故称之为峰型模糊数# A 可以记为:

  A = [ Ab, LA ( x ) , RA ( x ) ]# ( 1)

Ab称为模糊数A 的真值# 它是确定性量# 我们通常采用的数值是一个比较接近Ab的数

值# 也就是说, A 的取值具有绕Ab点上下波动的性质,故而可将 A 分解为:

  A = Ab+ BA , ( 2)

式中, BA 是模糊数A 的摄动微量,且:

  BA = [ 0, LA ( x + Ab) , RA ( x + Ab) ]# ( 3)

根据工程实际情况, 左、右展形函数 LA ( x ) , RA ( x ) 可采用线性函数或非线性函数# 有时

也可采用幂函数的形式# 当采用线性函数时,称 A 为线性峰型模糊数# 这时有:

  

LA ( x ) =
aL ( x - Ab) + 1   ( Ab \ x > Ab- a/ aL ) ,

0   ( x [ Ab- 1/ aL ) ,

RA ( x ) =
aR ( Ab- x ) + 1   ( Ab [ x < Ab+ 1/ aR ) ,

0   ( x \ Ab+ 1/ aR ) ,

( 4)

式中, aL , aR 分别表示线性峰型模糊数A 的左、右展形函数的倾斜度# 二者都是正数# 

当 A 可能的变化范围为[ A t , A s ] 时,其左、右展形曲线的倾斜度为 :

  aL =
1

Ab- A
c
t

,  aR =
1

A
c
s - Ab

, ( 5)

这里,

  A
c
t =

2A t - Ab   ( Ab < 2A t )

0   ( Ab \ 2A t ) ;
    A

c
s = 2A s - Ab# ( 6)

具体计算时, Ab可近似取确定性分析时的值# 

2  峰型模糊随机变量

这里,我们采用模糊事件的概率来定义模糊随机变量和模糊随机数# 即认为具有随机性

的变量或数值是模糊的, 而其概率是确定的# 这样做便于将模糊随机变量和模糊随机数的模

糊性和随机性分离开# 

对于某一模糊随机量 A ,当然它具有模糊性,所以我们可以将 A 在其真值Ab处按式( 2) 分

解# 在时空坐标系中的任一点上, Ab都有一个确定性的值# 但是由于A 具有随机性,所以在

不同的坐标点上 Ab有不同的值, 其大小通常将在其均值 �Ab(亦称为真值的期望) 附近上下扰

744 杨   绿   峰    李   桂   青



动# 故而可将 Ab在其均值�Ab附近分解为:

  Ab = �Ab+ AA# ( 7)

综合式( 2)、( 7) ,模糊随机量 A 可以表示为:

  A = �Ab+ AA + BA = �Ab+ CA , ( 8)

式中:

  CA = AA + BA , ( 9)

这里, AA 是均值为零的随机小量,称之为随机摄动量;

BA 是真值为零的模糊小量, 称之为模糊摄动量;

CA 是模糊随机小量,且其真值的期望为零, 称之为模糊随机摄动量# 

当 BA 是一峰型模糊数时, A 及 CA 将是峰型模糊随机量# 

文[ 1]中推导了峰型模糊数及模糊随机数的运算法则,限于篇幅,这里不再重述# 

3  模糊随机变分原理

在弹性小变形前提下,结构受外力作用而变形时, 其模糊随机总势能泛函为:

  0 =
1
2QV

E
T
[ D ] E dV - QSu

u
T

T dS - QV
u

T
F dV , ( 10)

式中: u , E , [ D ] , T , F , 0 分别表示结构的位移、应变、弹性矩阵、面力列阵、体力列

阵及总势能泛函,它们都是模糊随机量# 其中[ D ] 的元素由弹性模量 E和泊松比M组合而成,

E  M以及 T , F 通常都是模糊随机量# 它们和其它能够影响工程结构受力及变形的模
糊随机量可以模型化为一个具有 n 个分量的模糊随机场 X :

  X = [ X 1  X 2  , X n ]
T# ( 11)

如式( 8)所述, X 可表示为:

  X = �Xb + C , ( 12)

式中, �Xb 表示模糊随机场 X 的真值的期望,它是确定性量# 且:

  �Xb T
= [�Xb1 , �Xb2 , ,, �Xbn ] ,

  C = [ C1  C2  , Cn ]
T# 

由于 u , E , [ D ] , T , F , 0 等都依赖于模糊随机场 X , 所以可将它们在 X 的

真值的均值 �Xb 处按如下的泰勒级数展开 :

  u = �ub + E
n

i= 1

Ci u i +
1
2 E

n

i = 1
E
n

j= 1

CiCj u ij , ( 13)

式中, �ub 表示 u 的真值在模糊随机场的真值的期望 �Xb 处之值# 

u i 表示 u 的真值对X i 的一阶偏导数在 �Xb 处之值,

u ij 表示 u 的真值对X i , X j 的二阶偏导数在 �Xb 处之值# 

同理, E , [ D ] , T , F , 0 都可以仿上式按泰勒级数展开# 将这些级数展式代入式

( 10) ,可得 0 的摄动展式 :

  �0b =
1
2QV

�Eb
T
[ �Db] �Eb dV - QSu

�ub
T
�Tb dS - QV

�ub
T
�Fb dV , ( 14)

  0i =
1
2QV

�Eb T
[ Db] i �Eb + 2 �Eb T

[�Db] E i d V- QSu
�ub T

T i +

u
T
i �Tb dS - QV

�ub
T

F i + u
T
i �Fb dV   ( i = 1, 2, ,, n) , ( 15)
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  0ij =
1
2QV

�Eb T
[ D ] ij �Eb + 2 E

T
i [ �Db] E j + 2 �Eb T

[ D ] i E j +

2 �Eb T
[ D ] j E i + 2 �Eb T

[�Db] E ij dV -

QSu
�ub T

T ij + u
T
ij �Tb + u

T
i T j +

u
T
j T i dS -QV

�ub T
F ij + u

T
ij �Fb + u

T
i F j +

u
T
j F i dV   ( i , j = 1, 2, ,, n) , ( 16)

式中, �Eb , [ �Db] , �Tb , �Fb , �0b分别表示 E , ,, 0等的真值在 �Xb 处之值# E i , ,, 0i

分别表示 E , ,, 0等的真值对X i 的一阶偏导数在 �Xb 处之值# E ij , ,, 0ij 分别表示 E ,

,, 0 等的真值对X i , X j 的二阶偏导数在 �Xb 处之值# 

�0b, 0i 以及 0 ij 的一阶变分分别为:

  D�0b = QV
D �Eb T

[�Db] �Eb dV - QSu
D �ub T

�Tb dS - QV
D �ub T

�Fb dV , ( 17)

  D0 i = QV
[D �Eb T

( [ D ] i �Eb + [�Db] E i ) + D E
T
i [ �Db] �Eb ] dV -

QSu
(D �ub T

T i + D u
T
i �Tb ) dS -

QV
(D �ub T

F i + D u
T
i �Fb ) dV , ( 18)

  D0 ij = QV
[D �Eb T

( [ D ] ij �Eb + [ D ] i E j + [ D ] j E i + [ �Db] E ij ) +

D E
T
i ( [�Db] E j + [ D ] j �Eb ) + D E

T
j ( [�Db] E i + [ D ] i �Eb ) +

D E
T
ij [ �Db] �Eb ] dV - Qsu

(D �ub T
T ij + D u

T
ij �Tb + D u

T
i T j +

D u
T
j T i ) dS - QV

(D �ub T
F ij + D u

T
ij �Fb +

D u
T
i F j + D u

T
j F i ) dV# ( 19)

真实位移 �ub , u , u ij 必须使上述三式的一阶变分为零# 即:

  D�0b = 0,  D0 i = 0,  D0 ij = 0# ( 20)

上述三式就是基于二阶摄动的模糊随机变分原理# 在这三个式中,宗量 �ub 要同时满足

�0b, 0i , 0 ij 的变分要求, u i 必须满足 0i , 0 ij 的变分要求,而 u ij 只需满足 0 ij 的变分要求即

可# 也就是说, 0 i 的变分表达式中包含了�0b对 �ub 的变分要求; 0 ij 的变分表达式中不仅包

含了 �0b对 �ub 的变分要求, 而且包含了 0 i 对 �ub , u i 的变分要求# 由此可以得出这样的

结论:模糊随机泛函的摄动展式中,高阶展式对宗量的变分要求包含了所有比它低阶的摄动展

式的变分要求# 所以,这时只需对最高阶的展式求变分, 即可得到模糊随机计算所需的全部

控制方程# 这正是本节着力揭示的摄动模糊随机变分原理内在的规律# 

4  模糊随机变分原理的应用

模糊随机变分原理除了可以推导模糊随机有限元及其它模糊随机数值方法
[ 1]
外, 还可以

直接用于结构的解析计算中# 以下以弹性直梁的横力弯曲为例加以说明# 
当梁在横向外荷载 q( x ) 作用下发生小变形挠曲时,其总势能泛函为:
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  0 =
1
2Q

a

0
E
T
DEdx - Q

a

0
u

T
qdx , ( 21)

式中, u 表示梁的横向挠度, D 表示梁的抗弯刚度# 

  E= -
d
2
u( x )

dx
2 # 

当我们考虑 D 和 q 的模糊随机性时, E, 0 和u 都具有模糊随机性# 即:

  0 = 1
2Q

a

0
EDEdx - Q

a

0
u

T
qdx# ( 22)

根据小参数摄动法, 参照式( 14) ~ ( 16) ,可以得到 0 的摄动展式 :

  �0b = Q
a

0

1
2
�Eb�Db�Eb- �ub�qb dx , ( 23)

  0i = Q
a

0

1
2
(�EbD i�Eb+ 2�EbDbEi ) - ( �ubqi + u i�qb) dx , ( 24)

  0ij = Q
a

0

1
2
(�EbDij �Eb+ 2Ei DbEj + 2�EbD i Ej + 2�EbDj Ei + 2�Eb�DbEij )-

(�ubqij + uij�qb+ uiqj + ujqj ) ) dx# ( 25)

根据模糊随机变分原理式( 20) ,对式( 23) ~ ( 25)求极值, 可得如下控制方程:

  

d
2

dx
2 �Db d

2
�ub

dx
2 = �qb,   d

2

dx
2 �Db

d
2
u i

dx
2 + D i

d
2
�ub

dx
2 = qi ,

d
2

dx
2 Dij

d
2
�ub

dx
2 + D i

d
2
u

dx
2 + Dj

d
2
u i

dx
2 + �Db

d
2
u ij

dx
2 = qij# 

( 26)

除了本质边界条件必须强迫满足外,自然边界条件可通过变分求极值的过程得到# 这个
过程同求控制方程的过程一样,尽管比较繁琐,但并不困难# 这里列出结果:

1) 固定端(本质边界条件) :

  �ub= d�ub
dx

= 0,  ui =
dui

dx
= 0,  u ij =

du ij

dx
= 0# ( 27)

2) 简支端(本质边界条件和自然边界条件) :

  �ub= d
2
�ub

dx
2 = 0,  ui =

d
2
u i

dx
2 = 0,  uij =

d
2
uij

dx
2 = 0# ( 28)

3) 自由端(自然边界条件) :

  d
2
�ub

dx
2 = d

3
�ub

dx
3 = 0,  

d
2
u i

dx
2 =

d
3
u i

dx
3 = 0,  

d
2
uij

dx
2 =

d
3
u ij

dx
3 = 0# ( 29)

上述控制方程及边界条件是通过对式( 23) ~ ( 25)分别求极值得到的综合结果# 事实上,

我们也可以仅对式( 25)通过变分求极值,这样仍可得到上述控制方程和边界条件# 这正是基
于摄动法的不确定性变分原理的一个特点# 

根据上述控制方程和边界条件,可以通过递归求解得到 �ub, u i , u ij# 代入 u 的摄动展式

( 13) 中,得到位移的表达式# 进而可得其均值和方差:

  E[ u] = �ub+ E
n

i= 1
E [ Ci ] ui +

1
2 E

n

i, j= 1
E[ CiCj ] u ij =

�ub+ E
n

i= 1
Biui +

1
2 E

n

i, j= 1
( E[ AiAj ] + BiBj ) u ij# ( 30)

由于随机场统计信息的高阶矩较难获得# 故而 u的方差可按下式计算 :
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  var[ u] = E
n

i, j= 1

u iuj ( E[ CiCj ] - E [ Ci ] E [ Cj ] ) = E
n

i , j= 1

u iujE[ AiAj ]# ( 31)

5  结   论

模糊随机变分原理不仅可以应用于模糊随机数值方法递归方程的推导,同时避免了/先引
入后忽略0的缺陷,从而为模糊随机数值方法奠定了理论基础# 并且模糊随机变分原理为结构

的模糊随机分析开劈了一条新的道路# 

在模糊随机泛函的摄动展式中,由于高阶展式对宗量的变分要求包含了所有比它低阶的

摄动展式的变分要求# 所以, 这时只需对最高阶的展式求变分, 即可得到模糊随机计算所需的

全部控制方程及边界条件# 对梁的模糊随机分析仍可证明这一点# 
将峰型模糊随机参数在其真值的期望处按二阶摄动展开,可以使参数的模糊性和随机性

按同一格式处理,从而大大简化计算# 
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Fuzzy Stochastic Variable and Variational Principle
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Abstract: In this paper the peaky fuzzy stochastic variable and its mean of real value were proposed

besed on the concept of fuzzy probability. Fuzziness and randomness were introduced into the func-

tional of overall potential energy. So the fuzzy stochastic variational principle and its application were

presented by means of perturbation method.
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