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一类非自治系统概周期解的存在唯一性
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摘要:  研究高压输电网中出现的概周期振荡现象, 结合运用 Liapunov函数 ,获得了系统产生概周

期振荡的先兆性条件,为避免系统产生概周期振荡提供了参考数据# 
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高压输电网给电能的生产和消费带来巨大好处# 与此同时, 也给系统注入了一些不稳定

因素,表现为各种形式的振荡并导致系统失稳# 近期内在我国华中、东北等地电网中曾出现过

周期性振荡和概周期振荡[ 1] , 危害系统安全和经济运行# 因此, 深入探讨各种形式振荡产生的

机理及消除途径,是很有意义的课题# 在文献[ 2]中, 王联证明了高压输电网中的一个二阶非

线性微分方程

  &x + RFc( x ) Ûx +
1
L

F( x ) = A cos Xt ,  F( x ) = Ax + Bx
3

在条件  0 < B<
A

3M2 1 + Ah +
LR
2

+
(1+ 2LR ) ( A+ L )

2RLA

,

其中 h = max 2RL / A, L / A2 之下存在唯一的以2P/ X为周期为渐近稳定周期解(周期振荡)# 

事实上,实际中 F( x ) = Ax + Bx 2k+ 1
( k 为正整数) 更切合真实情况# 本文正要研究更一般概

周期振荡的问题# 我们考虑系统

  &x + RFc( x ) Ûx +
1
L

F( x ) = Ae( t ) ,  F ( x ) = Ax + Bx 2k+ 1
(1)

其中 e( t ) 为概周期函数, k 为正整数, A, B均大于0, R, L , A 为正常数# 我们证明了在适当条

件下,系统(1) 存在唯一的渐近稳定概周期解(概周期振荡) # 

为着证明方便, 我们先叙述有关的定义和结论# 

定义 1  设 f ( t , x ) I C (R @ D , R
n
) ,这里 D 是R

n中的开集, 如果对于任意的 E> 0和 D

中任意紧集 S ,存在正数 l ( E, S ) ,使得任一长度为 l的区间至少含有一个 S,使

  | f ( t + S, x ) - f ( t , x ) | < E

对于所有 t I R 和所有 x I S 成立, 则称 f ( t , x ) 是关于 t 对 x I D 一致概周期的# 
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由定义可知,周期函数是概周期函数的特例# 因此本文的结论对 e( t ) 为周期函数的情形

同样成立# 

定义 2  对概周期系统

  Ûx = f ( t , x ) , (2)

其中 f ( t , x ) 关于 t 对 x I D 是一致概周期的# 若对某个序列 t n 有  lim
n y ]

f ( t + t n, x ) =

g ( t , x ) ,则称函数 g( t , x ) 属于 f ( t , x ) 的壳,记为 g I H ( f ) # 

定理 A
[ 3]  令 8 是一个包含原点在内的有界集,假定系统

  Ûx = P( t , x , y ) ,  Ûy = Q( t , x , y ) , (3)

在整个定义域 I @ R
2
( t \0) 上满足解的存在唯一性条件,如果存在正函数 V( t , x , y ) ,它在补

集 I @ 8 c上有定义且极限关系 lim
x
2
+ y

2 y ]
V( t , x , y ) = ] 在整个 t \ 0 半轴上一致成立, 同时

dV
dt (3)

[ 0,则系统(3) 的每个解对所有 t \ 0有定义且有界# 

定理 B[ 4]  如果对 g I H ( f ) , 系统

     Ûx = g ( t , x ) , (4)

在 D 内有唯一解,则此解是概周期的# 

我们记  E( t) = Q
t

0
e( s )ds, E0 = sup

t I R
| E ( t ) | , e0 = sup

t I R
| e( t ) | # 由概周期函数的性质

知 e0 有界# 

本文主要结果是

定理 1  若 E0存在且有界, A, B, R, L , A 均为正常数,则系统(1) 的所有解有界# 

证明  系统( 1)等价于下述系统

  
Ûx = y ,

Ûy = -
1
L

F ( x ) - RFc( x ) y + Ae( t ) ,
(5)

其中 F( x ) = Ax + Bx 2k+ 1
, Fc( x ) = A+ (2k + 1) x

2k# 因此对任意的 x 有Fc( x ) > 0# 又由

E0 有界,可取正常数 x 0,使当 | x | > x 0时有

  | F ( x ) | >
AE 0

R
 以及

  4
L

R
2
Fc( x ) F

2
( x ) -

AE0

R
F ( x ) > A

2
e
2
0  即

  -
R
L

F
2
( x ) -

AE 0

R
F ( x ) < -

A
2
e
2
0

4RFc( x )
# (6)

考虑函数

  V1 =
1
2

y
2
+ Q

x

0

1
L

F( u )du ,

则当 | x | > x 0时

  d V1

dt (5)
= yÛy +

1
L

F( x ) Ûx =

y -
1
L

F( x ) - RFc( x ) y + Ae( t ) +
1
L

F ( x ) y =

- RFc( x ) y
2
+ Ae( t ) y =
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- RFc( x ) y -
Ae( t )

2RFc( x )

2

+
A

2
e
2
( t )

4RFc( x )
# 

注意到 R > 0, Fc( x ) > 0,因此有

  
d V1

dt (5)
<

A
2
e
2
( t )

4RFc( x )
# ( 7)

再考虑函数

  V2 =
1
2

y + Q
x

0
RFc( u)du - AE ( t )

2

+
1
LQ

x

0
F( u )du

利用( 6)式得

  
d V2

dt (5)
= ( y + RF( x ) - AE( t ) ) -

1
L

F ( x ) +
1
2 F( x ) y =

-
R
L

F
2
( x ) -

AE( t )
R

F( x ) [

-
A

2
e
2
( t )

4RFc( x )
(8)

取 V = V1+ V 2, 则由(7) , (8) 两式可知,当 | x | > x 0(只要 x 0取得适当大) 就有
dV
dt (5)

[ 0# 

下面再证明对某个 y 0( y 0 也可以适当大) ,当 | x | [ x 0, | y | > y 0时也有
dV
dt (5)

[ 0,事

实上

  d V
dt (5)

[ - R( A+ (2k + 1) Bx 2k
) y

2
+ A | y | e( t ) +

AE ( t )
L

| F( x ) | [

- RAy2
+ A | y | e0+

AE0

L
( Ax 0+ Bx 2k+ 1

0 )

由假设知 E 0有界,因此只要 y 0取得适当大,当 | y | > y0时有
dV
dt ( 5)

[ 0# 于是我们得到一个

包含原点的有界区域 8 = ( x , y ) : | x | < x 0, | y | < y 0 , 正函数 V( t , x , y ) =
1
2

( y +

RF ( x ) - AE ( t ) )
2
+

2
LQ

x

0
F( u )du +

1
2 y

2
在 8上有V( t , x , y ) y+ ] ( x

2
+ y

2 y+ ] ) 对所有

t \ 0一致成立,而在 I @ 8 c
( t \ 0) 上有

dV
dt (5)

[ 0, 由定理 A 知系统(5) 亦即方程(1) 的所

有解有界,就是说存在正数 M 使 | x | < M, | y | < M 对 t I R 成立# 

定理 2  设 E0有界, A, B, R, L, A 均为正常数,并且 1
L

( A+ (2k+ 1) BM2k
) < R

2A2,则系统

(1) 存在概周期振荡# 

证明  系统( 1)也等价于系统

  
Ûx = y - RF ( x ) ,

Ûy = -
1
L

F ( x ) + Ae( t )# 
(9)

由定理1,我们知道系统( 9)的所有解有界,其界为 M# 又由于 F ( x ) 为多项式函数, 因此可知

(1) 的壳中每个方程都具有(9) 的形式,故根据定理 B,仅须证明(9) 的解唯一# 

假设 ( x ( t ) , y ( t ) , ( x 1( t ) , y 1( t ) ) 是(9) 的两个解,令 N( t ) = x 1( t ) - x ( t ) , G( t ) = y 1( t )

- y ( t ) ,并记
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  B( t) = B( x ( t ) , N( t ) ) =

R( F ( x + N) - F ( x ) )
N

  ( NX 0) ,

RFc( x ) ( N= 0) ,

  C( t) = C( x ( t ) , N( t ) ) =

-
1
L

F ( x + N) - F ( x )
N   ( N X 0) ,

-
1
L

Fc( x ) ( N= 0) ,

因为对任意的 t均有A [ Fc( x ) [ A+ (2k+ 1) BM 2k
,应用微分中值定理可知0 < RA [ B( t )

[ RA+ (2k + 1) RBM 2k# 文献[ 5] 引理 212指出,若0 < RA [ B( t) [ RA+ (2k + 1) RBM 2k
,

则方程

  dz
dt

= [ B( t ) - z ] z ,

有对一切 t 满足 0 < RA [ z ( t ) [ RA+ (2k + 1) BRM
2k
的解 z ( t )# 

考虑正定函数

  W( t) =
1
2

( G2+ ( G- zN) 2
)

易知 G( t ) , N( t ) 是系统

  
ÛN= G- B ( t ) N,

ÛG= C ( t ) N
(10)

的解,并且

  dW
dt (10)

= C( t ) NG+ ( G- zN) [ C ( t ) N- ( B( t ) - z ) zN- z ( G- B( t ) N) ] =

- z ( z
2
+ C( t ) ) N

2
+ 2( z

2
+ C ( t ) ) NG- zG

2
=

- z ( z
2
+ C( t ) ) N-

1
z
G

2

-
C ( t ) G

2

z
2
( z

2
+ C( t ) )

, (11)

注意到 z > 0, C ( t ) < 0,并且

  z
2
+ C( t ) \ R

2A2-
1
L

( A+ (2k + 1) BM2k
) > 0# 

从而由( 11)式知
dW
dt (10)

< 0,于是W是t的单调递减函数# 而 W正定, 故当 tn y ] ( n y ] )

时有 N( t n) y 0, G( t n) y 0# 因此系统(9) 的解唯一且渐近稳定# 由定理 B知系统(9) 亦即系

统(1) 存在概周期振荡

例  考虑系统

  &x + RFc( x ) Ûx +
1
L

F( x ) = Ae( t ) , (12)

其中 F ( x ) = Ax+ Bx
9
, A, B, R, L , A 均为正常数# e( t ) 是概周期函数,且E ( t) = Q

t

0
e( s)ds有

界,则当 1
L

( A+ 9BM8
) < R

2A2亦即 0 < B<
R

2
A
2
L - A

9M8 时,系统(12) 存在概周期振荡# 若

e( t ) = cosXt , 则在 0 < B<
R

2
A
2
L - A

9M 8 的条件下, 系统(12) 存在周期振荡# 
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Existence and Uniqueness of Almost Periodic

Solution to a Class of Nonautonomous System

Feng Chunhua,  Huang Jianmin

( Guan gxi Normal Univ er sity , Guilin , Gu angx i 541004, P R China )

Abstract: Almost periodic oscillations appearing in high_tension electricity network are considered in

this paper. By utilization of Liapunov function, the foreboding conditions that result in almost periodic

oscillations are obtained and thus the possibility of making precautions is presented.

Key words: electrical system; almost periodic solution; asymptotic stability
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