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多个同频摇荡剖面引起的水面波辐射
X
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摘要:  在内场中使用简单 Green 函数的边界元方法与外场的速度势特征函数展开式相结合, 用于

求解多个同频摇荡剖面引起的水面波辐射问题的频域解# 方法适用于外场为定深的水域以及内

场的复杂边界条件,各剖面的摇荡模态、幅值和相位可以互不相同# 利用摄动展开完整地求解了

流场的二阶速度势和各个剖面所受的一、二阶水动力# 与单个剖面的情况相比, 数值结果证实了

多个剖面辐射引起的诸如水波共振和负附加质量等水动力干扰现象,这对于多体结构的锚泊系统

和其它海洋工程设施的设计是很重要的# 
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引   言

二维剖面在水面或水下作周期摇荡运动引起的水面辐射波, 以及剖面所受水动力的确定

与波浪与物体的相互作用问题的研究, 是一项基础性的工作# 其稳态解宜在频域中求解# 自

从1949年Ursell发表第一篇半潜圆柱体垂荡的文章
[ 1]
以来,已有许多学者用不同方法计算二

维辐射问题# 归结起来, 常用的方法有:基于保角变换的多极展开法
[ 2]
、Frank 源分布法

[ 3]
、内

场用有限元
[ 4]
或使用简单Green函数 lnr 的边界元

[ 5,6]
与定深水域外场中速度势的特征函数展

开
[ 4,5]
或无限深水域外场中速度势的多极展开

[6]
相结合的混合元方法等# 

由于各种方法的数值模型都基于一定的假设,其使用范围往往受到边界条件的限制,例如

多极展开法不适用于有限水深情况,也不便于处理球艏剖面、水下剖面及双体剖面, Frank 源分

布法不适用于非平直水底情况# 比较起来,内场使用简单 Green 函数的边界元与定深水域外

场中速度势的特征函数展开相结合的混合元方法,简称简单 Green函数法, 适应复杂边界条件

的能力最强
[ 7] # 使用该方法唯一的限制是外场必须是定深水域,而内场则可以是由自由表面、

任意形状的固壁(水底)以及多个同频摇荡剖面组成的最一般的复杂边界, 各剖面的摇荡模态、

幅值和相位可以互不相同# 将计算水深取得足够大,简单 Green 函数法也适用于无限水深的

情况# 

除了对复杂边界适应能力强的优点以外,简单 Green函数法也已成功地用于求解单个摇

荡剖面引起的水面波二阶辐射问题
[8] # 本文将该方法应用于多个同频摇荡剖面引起的水面波
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二阶辐射问题, 完整地求解流场的二阶速度势和各个剖面所受的一、二阶水动力# 并讨论多个

剖面摇荡引起的辐射问题的水动力干扰现象# 

1  定 解问 题

假设有K 个任意形状的刚性剖面在本为静止的二维水域的水面或水下作圆频率为X的同

频摇荡# 流场及坐标系( y , z ) 取法如图1所示# 如果水域沿正、负 y 轴方向延伸至无穷远,则

分别用辐射面 S R ( y = y R ) 和 SL( y = y L) 将流场分割成内场 D
0
和外场 D

+
、D

-
,内场将所有

摇荡剖面围在其中, 内场的水深可以变化,外场水深为定值,分别为 hR和 hL # 

图 1 流场和坐标系示意图

若第 k 个剖面的摇荡模态为 i ( k ) , i ( k ) 等于

2, 3, 4分别代表横荡、垂荡和横摇,复振幅为 A
( k)
i ,

横摇中心为( y
( k)
0 , z

( k)
0 ) ,则第 k 个剖面的运动位移

为

  D
( k)
i = Re[ A

( k)
i exp( i Xt ) ] , ( 1)

运动速度为

  U
( k)
i = Re[ iXA

( k)
i exp( i Xt ) ]# ( 2)

设流体为不可压、无粘性,由摇荡剖面引起的流动是无旋的, 可由速度势 <( y , z , t ) 表示, <应

满足以下方程和边界条件 :

[L]  ¨2
< = 0,   在域 D

0
和 D

+
, D

-
中; ( 3)

[F]  52
<

5 t
2 + 2¨<#¨5 <

5 t +
1
2

<̈# (̈ <̈#¨<) + g
5 <
5y = 0,

在自由面瞬时位置 z = G( y , t ) 上; ( 4)

[ S]  5 </ 5n = U
( k)
i n

( k)
i ,   在第 k 个剖面的瞬时位置Sk ( t ) 上, ( k = 1, ,, K ) , ( 5)

这里 n 是流场边界单位外法向, n = ( ny , n z ) = ( n2 , n3 ) ,

  n
( k)
i =

ni   i ( k ) = 2, 3,

( y - y
( k)
0 ) nz - ( z - z

( k)
0 ) ny   i ( k ) = 4,

( 6)

( y , z ) 是 Sk ( t ) 上点的坐标 ;

[ B]  5 </ 5 n = 0,   在底部和流场所有固壁 SB 上; ( 7)

[R]  辐射条件: D
+

, D
-
中有有限波幅的进行波外传至无穷远# 

求解以上问题的困难在于自由面条件( 4)的非线性以及自由面和摇荡剖面位置的瞬时性# 假

设各摇荡剖面的位移为小量,流场速度势呈弱非线性, 将速度势摄动展开到二阶,并考虑到所

求解的是稳态解,从而把空间分量与时间分量分开,记

  <( y , z , t ) U Re[ U
( 1)

( y , z ) e
iXt

+ U
( 2)
0 ( y , z ) + U

( 2)
( y , z ) e

2iXt
] , ( 8)

这里 U
(2)
0 是二阶定常势, U

( 1)
和 U

( 2)
分别是一阶和二阶非定常势的空间分量# 

将式( 8)分别代入自由面条件( 4)和物面条件( 5) , 并分别在自由面的平均位置 SF ( z = 0)

和各摇荡剖面的平均位置 Sk 展开;注意到一阶波高为

  G
( 1)

( y , t ) = Re -
1
g

i XU
( 1)

e
iXt

z = 0
, ( 9)

第 k 个剖面上的一阶点位移为

1073贺    五    洲



  $l
( k)

=

( D
( k)
i , 0)   i ( k) = 2,

( 0, D
( k)
i )   i ( k) = 3,

[- ( z - z
( k)
0 ) D

( k)
i , ( y - y

( k)
0 ) D

( k)
i ]   i ( k) = 4;

( 10)

可得一阶非定常势的空间分量所满足的方程和边界条件:

[L]  ¨2
U

( 1)
= 0,   在域 D

0
和 D

+
, D

-
中; ( 11)

[F]  5 U( 1)
/ 5z - MU

( 1)
= 0,   在自由面的平均位置 S F( z = 0) 上; ( 12)

[ S]  5U( 1)
/ 5n = i XA

( k)
i n

( k)
i , 在各摇荡剖面的平均位置 Sk 上; ( 13)

[ B]  5U( 1)
/ 5n = 0, 在底部和流场所有固壁 S B 上; ( 14)

[R]  U
( 1)
的辐射条件# 

二阶非定常势的空间分量所满足的方程和边界条件为:

[L]  ¨2
U

( 2)
= 0,         在域 D

0
和 D

+
, D

-
中; ( 15)

[F]  5 U( 2)
/ 5z - 4MU

(2)
= f ( y ) ,   在自由面的平均位置 SF ( z = 0) 上; ( 16)

[ S]  5 U( 2)

5 n =

- 1
2
5

2
U

( 1)

5 n5 yA
( k)
i ,   i ( k) = 2,

-
1
2
52
U

( 1)

5n5z A
( k)
i ,   i ( k) = 3,

1
2
A

( k)
i

52
U

( 1)

5 n5y ( z - z 0 ) -
52
U

(1)

5 n5 z ( y - y 0 ) +
5 U( 1)

5 y nz -
5U( 1)

5z ny ,

i ( k ) = 4,在各摇荡剖面的平均位置 Sk 上;

( 17)

[ B]  5U( 2)
/ 5n = 0,   在底部和流场所有固壁 SB 上; ( 18)

[R]  U
( 2)
的辐射条件# 

式( 12)和式( 16)中, M= X
2
/ g,式( 16) 中,

  f ( y ) = -
iX
2g

2¨U( 1) #¨U( 1)
- U

(1) 52
U

(1)

5z2 - M
5 U(1)

5z # ( 19)

二阶定常势对二阶水动力无贡献, 不予求解# 一阶和二阶非定常势的辐射条件将在求解相应

的定解问题时详细讨论# 

2  一、二阶非定常势的求解

一阶势在外场 D
+

: y \ yR和 D
-

: y [ y L中可通过分离变量法表示成特征函数的展开式,

以 D
+
为例 ,

  U
(1)

= E
]

n = 0
C

( 1)
nR e

- ik
(1)
nR

| y- y
R

| cosh[ k
( 1)
nR ( z + hR ) ]

coshk
( 1)
nR hR

,   y \ y R, ( 20)

其中 k
( 1)
nR ( n = 0, 1, ,, ) 是方程 k # tanh khR = M的根, k

( 1)
0R 是正实根, k

( 1)
nR ( n = 1, ,) 是负虚

根,并有

  n - 1
2

P
hR

< | k
( 1)
nR | < nP

hR
  ( n = 1, ,)# 

展开式中 n = 0的项对应 D
+
中传向无穷远的一阶进行波, n \ 1的项对应 D

+
中的衰减波,而

且 n越大衰减越快,所以可视辐射面 SR 离诸摇荡剖面的远近截取展开式的有限多项 N # 

由式( 20)可求得辐射面 SR 上的 5U( 1)
/ 5n, 这样在 SR上通过 C

( 1)
nR 建立了 U

(1)
和5 U( 1)

/ 5 n
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之间的联系,这就是辐射面 S R上的边界条件,也是远方辐射条件在 SR 上的合理体现# 

D
-
中 U

( 1)
的展开式是类似的, 即

  U
(1)

= E
]

n = 0
C

( 1)
nL e

- ik
(1)
nL

| y- y
L

| cosh[ k
( 1)
nL ( z + hL ) ]

coshk
( 1)
nL hL

,   y [ y L# ( 21)

在内场 D
0
对 U

(1)
和 lnr 应用Green第三定理,将二维Laplace方程的边值问题转化为积分方程

  - VpU
( 1)

( p ) + RS

U
( 1)

( q) 5
5 nq

( lnrpq ) - lnrpq
5
5 nq

U
( 1)

( q ) dSq = 0, ( 22)

这里 S 是内场的整个边界,包括 Sk ( k = 1, ,, K ) , SF、SR、SL、SB , p 是S 上的定点, q 是S 上的

动点, rpq 是p、q 间的距离, Vp 是p 点处边界的两条半切线之间的夹角在D
0
内的部分# 各类边

界上的源强 5U( 1)
/ 5n 及偶极强度 U

( 1)
之间的联系由相应的边界条件体现# 积分方程可离散

成代数方程组求解,从而获取特征函数展开式的各项系数 C
( 1)
nR、C

( 1)
nL 及剖面上的速度势 U

( 1) # 

在解完方程( 22)后,得到了 C
( 1)
nR、C

( 1)
nL ( n = 0, 1, ,, N )的值, 从而得到一阶势在外场D

+
: y

> y R和D
-

: y < yL 中的解析解,将其代入式( 19) ,不难得到自由面条件( 16) 的非齐次项f ( y )

在外场的解析表达式# 以 D
+
为例 ,

  f ( y ) = -
iX
2g E

N

n= 0
E
N

m= 0
anm exp[- i( k

( 1)
nR + k

( 1)
mR ) | y - yR | ] ,   y > y R , ( 23)

其中

  anm = ( 3M
2

- 2k
(1)
nR k

( 1)
mR - k

( 1) 2
mR ) C

( 1)
nR C

(1)
mR# ( 24)

这样就能在 D
+
中得到二阶非定常势定解问题中,自由面条件( 16) 的非齐次项 f ( y ) 所对应的

特解

U
( 2)
e = -

iX
2g E

N

n= 0
E
N

m= 0

anm exp[- i( k
( 1)
nR + k

( 1)
mR ) | y - yR | ] cosh[ ( k

(1)
nR + k

( 1)
mR ) ( z + hR ) ]

( k
( 1)
nR + k

( 1)
mR ) sinh[ ( k

( 1)
nR + k

( 1)
mR ) hR ] - 4Mcosh[ ( k

(1)
nR + k

( 1)
mR ) hR ]

# 

( 25)

( 25)中对应于 n = 0, m = 0的一项是D
+
中以2k

( 1)
0R 为波数传向无穷远的二阶进行波的势# 若

D
+
为有限深水域, a00不为零, 所以这一项是存在的,它与一阶波以相同的相速度传播# 其它

各项都是二阶衰减波的势# 

二阶非定常势定解问题对应于齐次自由面条件的在外场中的通解与一阶解类似, 可通过

分离变量法表示成特征函数的展开式, 不同的只是频率加了一倍# 仍以 D
+
为例 ,

  U
(2)
c = E

]

n = 0

C
( 2)
nR e

- ik
(2)

nR
| y- y

R
| cosh[ k

( 2)
nR ( z + hR ) ]

coshk
( 2)
nR hR

,   y \ y R, ( 26)

其中 k
( 2)
nR ( n = 0, 1, ,)是方程 k #tanhkhR = 4M的根, k

(2)
0R 是正实根, k

(2)
nR ( n = 1, ,) 是负虚根,

并有

  n -
1
2

P
hR

< | k
( 2)
nR | <

nP
hR

  ( n = 1, ,)# 

展开式中 n = 0的项对应D
+
中传向无穷远的以 k

(2)
0R 为波数的二阶进行波, n \1的项对应 D

+

中的二阶衰减波# 

这样 U
(2)
在 D

+
中的解为 U

( 2)
= U

( 2)
e + U

(2)
c , 其中有两个分别以波数 2k

( 1)
0R 和 k

( 2)
0R 传播的

二阶倍频进行波# 由于2k
( 1)
0R < k

( 2)
0R , 所以前者比后者传播得快# 这就是二阶非定常势定解问

题中辐射条件的含义# 
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式( 26)中 C
( 2)
nR ( n = 0, 1, ,, N ) 为待定复常数,将在内场求解时确定# D

-
中的情况与 D

+

中类似,据此便得到二阶非定常势在辐射面上的边界条件, 至于物面条件及内场自由面条件中

U
( 1)
的诸一、二阶偏导数,可在解出一阶势后用数值方法求取,计算公式可参考文献[ 9]# 在得

到二阶非定常势在内场全部边界上的边界条件后,可仿照求解 U
( 1)
的方法,对内场求解 U

(2) # 

3  一、二阶水动力计算

由 Bernoulli方程,流场中的压力为

  P = - Q
5 <
5 t + gz +

¨<#¨<
2

# ( 27)

如果将第 k 个剖面的瞬时湿表面Sk ( t ) 上的动压力表示成二阶摄动解的形式

  P[ k ( t ) ] U Re[ p
( 1)

( k) e
i Xt

] + p
( 2)
0 ( k ) + Re[ p

( 2)
( k ) e

2i Xt
] , ( 28)

则通过将( 27)在 Sk 上展开, 可得到一、二阶动压力分量

p
( 1)

( k) = - i XQU
( 1)

+

0 i ( k ) = 2,

- QgA
( k)
i i ( k) = 3,

- QgA
( k)
i ( y - y

( k)
0 ) i ( k ) = 4;

( 29)

p
( 2)
0 ( k) = -

Q
4

5U( 1)

5y # 5U( 1)

5y +
5 U( 1)

5z # 5U( 1)

5z +

- Re
i XQ
2

A
( k)
i

5U( 1)

5y   i ( k ) = 2,

- Re i XQ
2

A
( k)
i

5U
( 1)

5z   i ( k ) = 3,

+ Re
i XQ
2

A
( k)
i

5 U(1)

5y ( z - z 0 )-

 5U( 1)

5z ( y - y 0 )   i ( k) = 4;

( 30)

  p
( 2)

( k ) = - 2iXQU
( 2)

-
Q
4

5U( 1)

5y # 5U( 1)

5y +
5 U( 1)

5z # 5 U( 1)

5z +

- i XQ
2

A
( k)
i

5 U
(1)

5y   i ( k) = 2,

-
i XQ
2 A

( k)
i

5 U(1)

5z   i ( k) = 3,

+
i XQ
2

A
( k)
i

5U( 1)

5y ( z - z 0 )-
5U( 1)

5z ( y - y 0 )   i ( k) = 4# 

( 31)

将动压强沿物面积分,考虑到 i ( k ) = 4时,法向的一阶变化量为

  $n = (- nzD
( k)
i , nyD

( k)
i ) ,

同时也考虑到相对运动引起瞬时湿表面的增减对二阶水动力的贡献, 可得第 k个剖面所受j 方

向水动力的二阶摄动解

  F ij [ k ( t ) ] U Re[ f
( 1)
ij ( k ) e

iXt
] + f

( 2)
0ij ( k ) + Re[ f

( 2)
ij ( k ) e

2iXt
] , ( 32)

其中一、二阶分量为

  f
( 1)
ij ( k) = QS

k

p
( 1)

( k ) n
( k)
j d s, ( 33)

  f
( 2)
ij ( k) = QS

k

p
( 2)

( k ) n
( k)
j d s+ f

( 2)
ij , G ( k) + f

( 2)
ij , n ( k ) , ( 34)
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  f
( 2)
0ij ( k) = QS

k

p
( 2)
0 ( k ) n

( k)
j d s+ f

( 2)
0ij , G( k ) + f

( 2)
0ij , n ( k )# ( 35)

( 34)中

  f
( 2)
ij , G ( k) =

Qgn
( k)
j

4 | ny |
( F

2
* )

P( k) + Q( k)

, ( 36)

  f
( 2)
ij , n ( k) =

1
2
A

( k)
i QS

k

p
( 1)

( k) n5- j (- 1)
5- j

ds   i ( k ) = 4, j = 2, 3,

0                i ( k ) X 4; i ( k ) = 4, j = 4# 

( 37)

( 35)中

  f
( 2)
0ij , G( k ) =

Qgn
( k)
j

4 | ny |
| F* |

2

P( k)+ Q ( k)

, ( 38)

  f
( 2)
0ij , n ( k ) =

1
2 Re A

( k)
i QS

k

p
( 1)

( k ) n5- j (- 1)
5- j

ds  i ( k) = 4, j = 2, 3,

0                 i ( k) X 4; i ( k ) = 4, j = 4# 

( 39)

( 36)和( 38)中

  F* = - iX
g
U

( 1)
-

0 i ( k ) = 2,

A
( k)
i i ( k ) = 3,

A
( k)
i ( y - y

( k)
0 )   i ( k ) = 4# 

( 40)

P ( k)、Q ( k ) 指第 k 个剖面平均湿表面与静水线的左、右两交点# 对于潜没在水下的剖面,该

项消失# 

一阶水动力中由动压引起的部分, 通常分解成剖面加速度与速度方向的两个分量,写成

  - i XQQS
k

U
( 1)

n
( k)
j ds = A

( k)
i [- X

2
aij ( k ) + i Xbij ( k ) ] , ( 41)

a ij ( k ) , bij ( k ) 称为第 k 个剖面作 i 模态的摇荡在j 方向的附加质量和兴波阻尼系数# 

4  计算实例及讨论

利用简单 Green函数法对多个剖面引起的辐射问题进行二阶解的数值计算# 以多个等边

三角形剖面在水面同频振荡为实例给出计算结果,流场的剖面图见图 2# 

图 2  流场剖面示意图

首先讨论一阶解,图 3是单个等边三角形剖面垂荡的量纲为一的附加质量和阻尼系数,图

4是两个等边三角形剖面同相位垂荡时两剖面之一的量纲为一的附加质量和阻尼系数,图 5

是3个等边三角形剖面同相位垂荡时中间一个剖面的量纲为一的附加质量和阻尼系数,图 6
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是3个等边三角形剖面同相位垂荡时两侧剖面之一的量纲为一的附加质量和阻尼系数,图 3

至图 6中横坐标是量纲为一的频率# 量纲为一的频率、量纲为一的附加质量和阻尼系数定义

如下:

图 3 单个剖面垂荡的一阶水动力系数      图 4 2个剖面同相位垂荡时两剖  

面之一的一阶水动力系数

图 5 3个剖面同相位垂荡时中间        图 6 3个剖面同相位垂荡时两侧

一个剖面的一阶水动力系数 剖面之一的一阶水动力系数

  �X = X
B
2g

, �a33 =
a33

QA
, �b 33 =

b33

QA
B
2g

,

其中 B 是剖面在水下部分的最大宽度, A 是剖面在水下部分的面积# 

从计算结果可以看出多个剖面辐射一阶水动力系数与单个剖面的情况有很大的差别,低

频区出现了负附加质量和大阻尼系数, 在某些频率由于内部域的共振发生附加质量和阻尼系

数的间断现象, 对多个振荡剖面中的一个剖面而言,可能会在某些频率出现负阻尼系数# 上述

这些水动力特性反映了多个剖面辐射波之间的相互干扰,类似的结果也可在文献[ 10]见到# 

下面给出二阶结果, 图7和图8分别是单个等边三角形剖面垂荡和两个等边三角形剖面

同相位垂荡时, 一个剖面所受垂向力的一、二阶时历解曲线, 振幅 为 012B ,量纲为一的频率为

110# 图9和图10分别是单个等边三角形剖面横荡和两个等边三角形剖面反相位横荡时,一个

剖面所受垂向力的一、二阶时历解曲线,振幅为 011B, 量纲为一的频率为 110# 由于对称剖面

横荡时,一阶垂向力为零,图9中只有二阶时历解曲线# 图7至图10中垂向力已用 QgB�A (�A 是

振幅) 量纲一化, 横坐标是量纲为的一时间 t / T ( T 是周期)# 从计算结果看,多个剖面辐射问
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题的二阶水动力也与单个剖面的情况有很大的不同, 这同样是多个剖面辐射波之间的相互干

扰的结果# 

以上结果表明: 简单 Green函数方法对复杂边界的适应能力强, 便于连结辐射问题中频域

一、二阶解的求解过程,得到完整的二阶力;以多个摇荡剖面为例,可以看到, 内场的复杂边界

条件会对一、二阶辐射水动力产生很大的影响,尤其是在某些频率出现的特殊水动力现象,应

予以足够的注意# 

 图 7  单个剖面垂荡的一、二阶垂向力       图 8 2个剖面同相位垂荡时,其中

一个剖面所受一、二阶垂向力

  图 9 单个剖面横荡的二阶垂向力        图 10 2 个剖面反相位横荡时,其中

一个剖面所受一、二阶垂向力
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Water Surface Wave Radiation Generated by Multiple

Cylinders Oscillating With Identical Frequency

He Wuzhou

( Depar tm ent of Hydraulic and Hydropow er En gineer ing ,

T sin ghua Un iversity , Beijin g 100084, P R China )

Abstract: The water surface wave radiation problem caused by multiple cylinders oscillating with

identical frequency was solved in frequency domain by the boundary element method using simple

Green. s function in the inner water region combined with the eigenfunction expansions in the outer

water region. The numerical method is suitable to the situation of constant depth of outer regions and

complicated boundary conditions of inner region, while the oscillating modes, motion amplitudes and

phases of the cylinders may be different from one another. The second order potential and hydrody-

namic forces acting on ecah cylinder were evaluated completely by perturbation method. Compared

with the case of single oscillating cylinder, hydrodynamic interference phenomena, such as wave res-

onance and negative added mass, of the radiation problem due to the oscillatory motions of multiple

cylinders are identified which is of engineering importance to the design of moorings and other facil-i

ties involving multiple structures.

Key words: plane water surface wave; radiation problem; solution in frequency domain; second or-

der hydrodynamic force; added mass; damping coefficient
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