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采用新方法研究非局部理论中 Ñ_型
裂纹的断裂问题

X
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(哈尔滨工业大学 复合材料研究所, 哈尔滨 150001)

摘要:  采用新的方法研究非局部理论中Ñ _型裂纹的断裂问题,进而确定裂纹尖端的应力状态, 这

种方法就是 Schmidt 方法# 所得结果比艾林根研究同样问题的结果准确和更加合理, 克服了艾林

根研究同样问题时遇到的数学困难# 与经典弹性解相比, 裂纹尖端不再出现物理意义上不合理的

应力奇异性,并能够解释宏观裂纹与微观裂纹的力学问题# 
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引   言

在文章[ 1, 2, 3]中, Eringen利用非局部理论分别研究 Ñ、Ò、Ó型裂纹问题,所得结果表明

裂纹尖端并不存在应力奇异性, 解决了长期存在于力学研究中的一个基本问题# 在文章[ 4,

5]中, 利用非局部理论分别研究了单裂纹和多裂纹的动态问题# 在文章[ 6, 7]中, 利用非局部

理论研究了弹性波在弹性材料板中的传播问题# 这就使我们可以利用在物理意义上合理的最

大应力假设来研究断裂问题, 并且非局理论将有助于我们更好地对复合材料进行分析研究# 

然而, Eringen
[ 1, 2, 3]

的结果并不准确, 在裂纹尖端出现不合理的应力振荡性
[ 1]
, 采用的迭代法对

于大晶格参数情况, 迭代误差也较大# 因此, Eringen所采用的迭代法
[ 1]
不适用于解决这种问

题# 而 Eringen 在文 [ 2, 3]中所采用的求解对偶积分方程的方法也不是合理的, 原因是在文

[ 2, 3]中的第二类对偶积分方程的积分核是发散的# 

由于以上的原因,本文采用新的方法利用非局部理论研究 Eringen 在文献[ 1]中研究的同

样问题,经过富里叶变换可以把问题的求解转化为对偶积分方程的求解# 在求解对偶积分方

程时, 用雅可比多项式和 Schmidt方法把裂纹的表面位移展开成级数形式# 这种方法与 Erin-

gen在文献[ 1, 2, 3]中采用的方法完全不同, 但能够克服 Eringen在文献[ 1, 2, 3]中遇到的数学

问题, 结果也比 Eringen在文献[ 1]中的结果准确合理,这也是本文的研究目的# 如我们预料裂

纹尖端应力不再有奇异性,显示了裂纹尖端应力场的本来面目# 结果表明:裂纹尖端的应力场

不仅与裂纹长度有关,而且与材料的原子晶格参数有关# 而经曲弹性力学解的应力强度因子

仅与裂纹长度有关, 与材料的性质无关# 
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1  非局部弹性理论的基本方程

对于均匀、各向同性的弹性物体,非局部弹性理论的线性方程为
[ 2]
:

  Skl, k = 0, ( 1)

  Skl = QV
[ Kc( | Xc- X | ) err ( Xc) Dkl + 2Lc( | Xc- X | ) ekl ( Xc) ] d Vc, ( 2)

  ekl =
1
2
( uk, l + ul, k )# ( 3)

这里应力本构方程( 2)与经典弹性理论应力本构方程不同之处是应力本构方程( 2)中某点 X

的应力Skl ( X ) 与物体中各点的应变 ekl ( Xc) 都有关# 对于均匀、各向同性物体有两个与距离

| Xc- X | 有关的材料参数 Kc( | Xc- X | ) 和 Lc( | Xc- X | )# 方程( 2) 中的积分是在表面积

5 V 所包围的体积上进行的# 在本文中材料参数 Kc( | Xc- X | ) 和 Lc( | Xc- X | ) 利用文献

[ 8, 9] 中假设的形式,即:

  ( Kc, Lc) = ( K, L) A( | Xc- X | ) , ( 4)

  A( | Xc- X | ) = A0exp[- ( B/ a)
2
( Xc- X ) ( Xc- X ) ] , ( 5)

这里 B是一个常数, a是材料的晶格参数,与材料的性质有关# K和L是Lame常数, A0由如下

方程确定

  QV
A( | Xc- X | ) dV ( Xc) = 1# ( 6)

在本文研究中, 非局部弹性模量由方程( 4)和( 5)给出# 对于二维问题,把方程( 5)代入方

程( 6)可得:

  A0 =
1
P
( B/ a)

2# ( 7)

把方程( 4)和( 5)代入方程( 2)可得:

  Skl ( X ) = QV
A( | Xc- X | ) Rkl ( Xc) d V( Xc) , ( 8)

这里

  Rij ( Xc) = Kerr ( Xc) Dij + 2Leij ( Xc) = Kur , r ( Xc) Dij + L[ u i, j ( Xc) + uj , i ( Xc) ]# ( 9)

方程( 9)是经典虎克定律的表达式# 利用格林_高斯定理把方程( 9)代入到方程( 1)可产

生:

  QV
A( | Xc- X | ) Rkl. k ( Xc) dV ( Xc) - Q5 V

A( | Xc- X | ) Rkl ( Xc) dak ( Xc) = 0# ( 10)

2  裂 纹模 型

设一无限大弹性平板内有一长度为 2l 的裂纹,当裂纹表面受均匀法向应力 Syy = S0 作用

时(如图 1所示) ,对平面应变情况方程( 10) 可以转化为如下形式:

  Q
]

- ]Q
]

- ]
A( | xc- x | , | yc- y | ) Rkj , k ( xc, yc) dxcdyc-

      2LQ
l

- l
A( | xc- x | , 0) = e 2j ( xc, 0) >dxc= 0, ( 11)

这里粗体括号表示裂纹线上的间断函数# 
利用文献[ 1]中的方法可得
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图 1  裂纹的几何形式

  =e 2j ( x , 0) > = 0,   (对所有的 x ) j = 1, 2# ( 12)

方程( 11)经富里叶变换后可得

  - is �R1j + d�R2j / dy = 0,   j = 1, 2# ( 13)

这里富里叶变换形式为

  �f ( s ) = Q
]

- ]
f ( x ) e

- isx
dx# ( 14)

与文献[ 1]一样,本文所研究问题的边界条件如下(对于 y

= 0) :

  Syx ( x , 0) = 0, Syy ( x , 0) = S0 ,   | x | < l , ( 15)

  Syx ( x , 0) = 0, v ( x , 0) = 0,   | x | \ 1# ( 16)

另外还需附加条件

  u = v = 0,   当( x
2
+ y

2
)
1/ 2 y ] # ( 17)

至此问题就归结为求解方程( 13)同时满足边界条件( 15~ 17)的解# 方程( 13)正是二维的

Navier 方程经富里叶变换后的形式, 可以表示为:

  L�u , yy - ( K+ 2L) s
2
�u - i s( K+ L)�v , y = 0, ( 18)

  - is ( K+ L) �u , y + ( K+ 2L)�v , yy - s
2
L�v = 0# ( 19)

由于对称性,只用考虑第一象限的问题就可以了,因此方程( 18)、( 19)满足条件( 17)的一

般解可表示为:

  u =
2
PQ

]

0
s
- 1

sA ( s) + sy -
K+ 3L
K+ L

B ( s) exp(- sy ) sin( xs) d s, ( 20)

  v =
2
PQ

]

0
[ A ( s ) + yB ( s) ] exp(- sy ) cos( sx ) ds , ( 21)

未知函数 A ( s) 和 B( s ) 可以通过边界条件( 15) 和( 16) 来确定,利用方程( 9) 可得( y \ 0) :

  Ryx ( x , y ) =
4L
PQ

]

0
- sA ( s) +

K+ 2L
K+ L

- sy B( s ) exp(- sy ) sin( sx ) ds# ( 22)

利用条件( 15)和( 16)得:

  B( s ) =
K+ L
K+ 2LsA ( s)# ( 23)

由于对称性,位移可表示为如下形式

  u = - 2( K+ L)
P( K+ 2L) Q

]

0
A ( s) L

K+ L
- sy exp(- sy ) sin( sx ) ds , ( 24)

  v =
2( K+ L)
P( K+ 2L)Q

]

0
A ( s )

K+ 2L
K+ L

+ sy exp(- sy ) cos( sx ) ds# ( 25)

利用条件( 9)和( 23)可得 ( y \ 0) :

  Ryy ( x , y ) = -
4( K+ L) L
P( K+ 2L)Q

]

0
sA ( s) ( 1+ sy ) exp(- sy ) cos( sx ) ds# ( 26)

根据方程( 8)应力场可以表示为如下形式:

  Syy ( x , y ) = Q
]

0
dycQ

]

- ]
Ryy ( xc, yc) [ A( | xc- x | , | yc- y | ) +

A( | xc- x | , | yc+ y | ) ] dxc# ( 27)

函数 A取( 5) 形式,根据文献[ 2] 和边界条件可得如下形式的对偶积分方程:

  Q
]

0
sA ( s) k ( Es) cos( sx ) ds = -

PS0 ( K+ 2L)
4L( K+ L)

,   | x | < l , ( 28)
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  Q
]

0
A ( s ) cos( sx ) ds = 0,   l [ | x | , ( 29)

  k ( N) = [ 1- 5 ( N) ] [ 1+ 2N
2
] -

N
P
exp(- N

2
) , ( 30)

这里   E=
a
2B, 5( z ) =

2

PQ
z

0
exp(- t

2
) dt# ( 31)

由此可见唯一与经典弹性理论不同的是在非局部弹性理论考虑了影响函数 k ( Es) # 对于
a = 0, 从而 k( Es ) = 1, 这样对偶积分方程( 28) 和( 29) 将转回到经典弹性理论中的偶积分方

程# 为了确定未知函数 A ( s) 就必须求解对偶积分方程( 28) 和( 29) # 

3  对偶积分方程的解

当然对偶积分方程( 28)和( 29)可以变换为一个具有不连续核的一阶积分方程# 众所周知
一阶积分方程的解是一个不适定问题, 即一个小的数值扰动就能引起解的很大变化# 在文献
[ 1]中 Eringen采用的迭代法求解的结果不精确# 因为一维问题的应力解在裂纹尖端附近有振
荡性, 迭代法误差随晶格参数的增长而增大, 这也增加了求解这类问题的难度# 为了克服这

种数学上的困难, 采用 Schmidt方法
[ 10]
来求解对偶积分方程# 位移 v 可以被展开成如下级数

形式 :

  v ( x , 0) = E
]

n= 1

anP
( 1/ 2,1/ 2)
2 n- 2

x
l

1-
x

2

l
2

1/ 2

,   当 0 [ | x | [ l , ( 32)

  v ( x , 0) = 0,   当 l [ | x | , ( 33)

这里 an 是要确定的未知系数, P
( 1/ 2, 1/ 2)
n ( x ) 是雅可比多项式

[11]# 方程( 32) 经富里叶变换后的

形式为
[ 12]

:

  A ( s) = �v ( s , 0) = E
]

n= 1
anBnJ2n- 1 ( ls) s

- 1
, ( 34)

这里   Bn = 2 P(- 1)
n- 1 #( 2n - 1/ 2)

( 2n - 2) ! , ( 35)

#( x ) 和 J n ( x ) 分别是伽马函数和贝塞尔函数# 

把方程( 34)分别代入方程( 28)和( 29) ,方程( 29)经富里叶变换后将自动满足,对于 x [ l

的情况,方程( 28) 将简化为:

  E
]

n= 1

anBnQ
]

0
k ( Es) J2 n- 1 ( sl ) cos( sx ) ds = -

PS0 ( K+ 2L)
4L( K+ L)

# ( 36)

对于大的 N= Es,方程( 36) 中的积分函数是一个指数衰减函数, 因此方程( 36) 中的半无

限积分可以利用菲龙
[ 13]
积分方法进行数值计算# 这样未知系数 an 可以利用 Schmidt方法

[ 10]

对方程( 28) 的求解而获得# 方程( 36) 可以简写为 :

  E
]

n= 1

anEn ( x ) = U( x ) ,   0 [ x [ l , ( 37)

这里 En ( x ) 和 U( x ) 是已知函数,而 an 是要确定的未知系数# 

函数序列 P n ( x ) 满足如下正交条件并且由已知函数 En ( x ) 构造出来

  Q
l

0
Pm ( x ) Pn ( x ) dx = N nDmn , N n = Q

l

0
P

2
n ( x ) dx , ( 38)

  Pn ( x ) = E
n

i= 1

Min

Mnn
Ei ( x ) , ( 39)

这里 M in 是矩阵Dn 的元素d in 的余因子,矩阵 Dn 定义为如下形式
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  Dn =

d 11 d 12 d 13 , d 1n

d 21 d 22 d 23 , d 2n

d 31 d 32 d 33 , d 3n

s s s s s

dn1 dn2 dn3 , dnn

, d ij = Q
l

0
Ei ( x ) E j ( x ) dx# ( 40)

利用方程( 37) ~ ( 39)可得

  an = E
]

j = n

qj

Mnj

M jj
, ( 41)

  qj =
1
N jQ

l

0
U( x ) P j ( x ) dx# ( 42)

4  数值计算与结果

为了检查计算的准确性, E
10

n= 1
anEn ( x ) 和 U ( x ) 对于 a/ 2Bl = 01000 5情况下的值在表1中

给出,系数 an 对于a / 2Bl = 01000 5变化情况在表 2中给出# 

表 1 E
10

n= 1

anEn ( x )
PS0 ( K+ 2L)
4L( K+ L)

和 U( x )
PS0 ( K+ 2L)
4L( K+ L)

对于 a/ 2Bl = 01000 5下的函数值的变化情况

x/ l E
10

n= 1

anEn ( x )
PS0( K+ 2L)
4L( K+ L)

U( x )
PS0( K+ 2L)
4L( K+ L)

0155 - 01100 309 E+ 01 - 110

0160 - 01100 531 E+ 01 - 110

0175 - 01995 341 E+ 00 - 110

0180 - 01100 439 E+ 01 - 110

0190 - 01996 281 E+ 00 - 110

0195 - 01102 530 E+ 01 - 110

0196 - 01102 805 E+ 01 - 110

0197 - 01102 363 E+ 01 - 110

0198 - 01998 501 E+ 00 - 110

0199 - 01869 906 E+ 00 - 110

由以上结果和从文献[ 14, 15]可以看出, 如果选取方程( 37)中的无限级数的前 10项就能

满足本问题的精度要求, 可见 Schmidt方法在本问题中的应用是可行的,同时随着方程( 32)中

的级数项数的增加应力将保持稳定# 当系数 an 获得后(这里我们取级数的前 10项) , 整个应

力场就可以获得# 然而对于断裂力学来说重要的是沿着裂纹线上的应力 Syy 的获得, 对于 y

= 0时的应力 Syy 可以由如下方程给出

  Syy = -
4L( K+ L)
P( K+ 2L) E

]

n= 1

anBnQ
]

0
k( Es ) J2n- 1 ( sl ) cos( sx ) ds# ( 43)

1029采用新方法研究非局部理论中Ñ_型裂纹的断裂问题



  表 2  系数 an
PS0( K+ 2L)
4L( K+ L)

对于 a/ 2Bl = 01 000 5情况下变化情况

n an
PS0( K+ 2L)
4L( K+ L) n an

PS0( K+ 2L)
4L( K+ L)

1 - 01318 698 E+ 00 6 - 01132 851 E- 03

2 - 01127 109 E- 01 7 - 01570 583 E- 04

3 01708 155 E- 02 8 - 01981 545 E- 04

4 01174 376 E- 02 9 - 01106 541 E- 04

5 01127 016 E- 02 10 - 01582 841 E- 05

对于 x = l处, 当 E= 0时将出现经典奇异应力# 然而只要 EX 0,方程( 43) 中的无穷级

数和半无限积分都是收敛的,从而所表示的应力也是有限的# 从结果可知, 当0< x < l , y =

0时应力 Syy / S0非常趋近于单位1# 而对于 x > l , 应力 Syy / S0将从一个在 x = l处的有限值

逐渐减小到 x = ] 处的零值# 由于 E/ l > 100表示裂纹长度小于10
- 6

cm,而这么小的裂纹代

表的是与原子间距量级相同的裂纹,这么小的裂纹并不是本文研究的目的,本文研究的裂纹一

般都大于这个量级# 对于泊松比M= 219的情况,给出了应力的数值结果# 由于积分函数是
指数衰减,因此半无限积分可以利用菲龙和辛普生方法

[ 13]
获得数值结果# 本文的结果在图 2

~ 7给出# 通过结果的分析,可以得出如下结论:

  图 2 沿裂纹面方向上的应力场        图 3 沿裂纹面方向上的应力场

  图 4 沿裂纹面方向上的应力场        图 5 沿裂纹面方向上的应力场
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( � ) 本文的研究方法能够克服 Eringen在文献[ 1, 2, 3]中遇到的数学困难,结果比 Eringen在文

献[ 1]中的结果要准确,方法也比 Eringen
[ 1, 2, 3]

的方法合理# 

  图 6 沿裂纹面方向上的应力场        图 7 沿裂纹面方向上的应力场

( � ) 应力场在裂纹尖端不再有奇异性发生# 应力场的最大值不是在裂纹尖端发生, 而是

出现在稍微离裂纹尖端一段距离的地方, 这一结论与 Eringen在文献[ 16]中的结论相符, 出现

应力最大值的点与裂纹尖端的距离非常小# 与经典弹性理论解相比,本文中的应力场当远离

裂纹尖端时收敛于经典弹性理论解的应力场# 
( � ) 当晶格参数趋于零时, 裂纹尖端的应力将趋于奇异# 这就是经典弹性理论解的应力

二分之一奇异性# 
( � ) 如果 a/ B保持不变,即材料的原子晶格参数不变, 裂纹尖端的应力集中将随着裂纹

长度的增加而增加, 事实上实验表明小裂纹比大裂纹更具有阻抗裂纹断裂的能力# 
( � ) 本文的结果使宏观与微观断裂研究达到了同一# 
( � ) 在裂纹尖端处有应力集中发生,它们可以用以下形式表示:

  Syy ( l , 0) / S0 = c2 2Bl / a , ( 44)

这里 c 2大约为 01315# 
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Investigation of a Griffith Crack Subject to Uniform

Tension Using the Non_Local Theory by a New Method

Zhou Zhengong,  Wang Biao
( P O Box 2147, Center for Composite Ma ter ials , Harbin In stitute

of Technology , Harbin 150001, P R Chin a )

Abstract: Field equations of the non_local elasticity are solved to determine the state of stress in a

plate with a Griffith crack subject to uniform tension. Then a set of dual_integral equations is solved

using a new method, namely Schmidt. s method. This method is more exact and more reasonable than
Eringen. s one for solving this kind of problem. Contrary to the solution of classical elasticity, it is
found that no stress singularity is present at the crack tip. The significance of this result is that the

fracture criteria are unified at both the macroscopic and the microscopic scales. The finite hoop stress

at the crack tip depends on the crack length.

Key words: non_local theory; Schmidt. s method; dual_integral equation
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