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有序 Banach空间中的拟弱收敛及其应用
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摘要: 在有序 Banach 空间中引入拟弱收敛, 并表明拟弱收敛弱于弱收敛 由此, 在非紧性条件

下,获得了非连续增算子的不动点, 并将它应用于Hammerstein 型非线性积分方程
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引 言

众所周知, 有序 Banach空间中的单调序列及不动点理论是研究非线性问题的重要工具之

一 人们在使用这一工具时,通常需作假定: 连续性和紧性(见[ 1~ 3] ) 近来,一些作者摆脱

连续性限制,在紧性(强紧或弱紧)条件下,获得增算子的不动点或混合单调算子的耦合不动点

(见[ 4~ 5] ) 由此推知,放松紧性限制,在研究非线性问题中是有意义的

本文在有序 Banach空间中引入拟弱收敛,并说明拟弱收敛弱于弱收敛 由此, 我们获得

了非连续和非紧性(强紧或弱紧)条件下增算子的不动点,并将它应用于 Hammerstein型非线性

积分方程

1 拟弱收敛及性质

设 ( E , P) 是有序 Banach空间, P 是一锥 序 由 P 引导,即 x y 当且仅当 y - x

P P
* 是 P 的共轭锥,即 P

*
= f E

*
, f ( x ) 0, x P

定义 1 称 P
*
0 P

* 对 P 具有分离性质,如果 x 不属于P, 总有 f P
*
0 ,使 f ( x ) < 0

由[ 6]中的引理 1知, P
*
0 = P

*
对 P 具有分离性质 后面我们将说明,存在 P

*
0 P 对

P 具有分离性质,但 P
*
0 P (见定理 1)

定义 2 设 P
*
0 具有定义 1中的分离性质, x n E , x E 称 xn 拟弱收敛于x ,如果对

任意 f P
*
0 ,都有 f ( x n) f ( x ) 简记为 x n x ( P

*
0 ) 或 limx n = x ( P

*
0 )

在[ 6]中,我们引入了 Qw 收敛 显然, Qw 收敛蕴含拟弱收敛 如果 P 为正规锥,由[ 3]

知 P
* 是生成的,即任意 f E

*
,存在 f 1和 f 2(f k P

*
, k = 1, 2) 使 f = f 1- f 2 因此, Qw

收敛等价于弱收敛 因而,拟弱收敛推广了 Qw 收敛(见注 1)

定理 1 设 ( C [ a, b ] , P ) 是有序Banach空间, P = x ( t ) 0: x ( t ) C [ a, b ] ,加法运
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算和数乘运算按通常定义 范数为 x = max | x ( t ) | : t [ a, b ] 令 P
*
0 =

g : g V0[ a, b ] , g ( t ) 连续, g ( t ) 0 , 则下面结论成立 :

1) P
*
0 P

*
, P

*
0 P

*

2) P
*
0 具有定义 1中的分离性质

证明 因 V0[ a, b ] 是 C[ a, b ] 的共轭空间,根据[ 7] 中定理 4( P223) ,容易知道

P
*
= f : f V0[ a, b] , f 单增且f ( t ) 0

因此 1)成立

如果 x ( t ) 不在 P中,令 x ( t ) = x
+
( t ) - x

-
( t ) , 这里 x

+
( t ) = max x ( t ) , 0 , x

-
( t ) =

max - x ( t ) , 0 , t [ a, b ] 显然, x
-
( t ) 连续, x

-
( t ) ( t ) , x

-
( t ) ( t ) 0, t [ a ,

b]

令 g ( t ) =
x

a
x
-
( t ) dt ,则 g P

*
0

根据[ 7]中定理 4的推论 1( P262)知

g( x ) =
b

a
xdg =

b

a
xx

-
dt = -

b

a
[ x

-
( t ) ]

2
dt < 0

因此, 2)成立 这就完成了证明

分析[ 6]中 Qw 收敛的意义,实质是P
* 对 P具有分离性质 这导致了下列两个基本事实

成立:

) 如果 xn y n, xn x , y n y , 则 x y 这里 x n x 表示[ 6] 中 x n Qw 收敛于

x

) x = 当且仅当f ( x ) = 0,对任意 f P
*
, f = 1成立 这里 是E 的零元

基于 P
*
0 对于 P 具有定义 1中的分离性质, 于是,我们建立了定理 2

定理 2 设 ( E, P ) 是有序 Banach空间, P
*
0 P

* 具有分离性质, 那么下列四个结论成

立 :

1) 如果 xn x ( P
*
0 ) , x n y ( P

*
0 ) ,则 x = y

2) ( E , P) 中单调序列在拟弱收敛意义下的极限点唯一

3) 设 x n , yn 是单调增加(减少) 序列, xn yn ( n = 1, 2, ) , x n x (P
*
0 ) , y n

y ( P
*
0 ) , f n P

*
0 , f n = 1, > 0使得 f n ( yn - x n) ,那么 x y

4) 设 xn 是单调增加(减少) 序列, 如果 xn 中有子列 xn
k , xn

k
x ( P

*
0 ) , 则 x n

x ( P
*
0 )

证明 因 P
*
0 具有分离性质,用拟弱收敛取代Qw 收敛,知 ) 成立 P

*
0 具有分离性质蕴

含 ) 成立,因此1) ~ 3) 的证明类似于[ 6] 中的引理2 ~ 4的证明,故略去 关于 4) ,不妨设

x n 单调增加,那么 x n x 因 nk n 时, xn
k

xn x , 故 f ( xn ) f ( x ) , f P
*
0 故4)

成立

2 增算子的不动点定理

定理 3 设 ( E, P ) 是有序Banach空间, u V, P
*
0 具有分离性质 假设下列条件满足 :

1) A: [ u , v ] E 是增算子, u Au, Av v
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2) A( [ u , v ] ) 中的单调序列 x n 拟弱收敛于 x E ,即 x n x ( P
*
0 )

那么 A 在[ u, v ] 中具有最小不动点 x
*
, 即对A 在[ u , v ] 中的任意不动点 x , 均有 x

*

x

证明 令 = S : u S [ u , v ] 如果 x n S , x n x ,则有 x S , 易知[ u, v ]

因此 非空 再令 M = S ( S ) ,则

) M 非空, M [ u , v ] , A (M ) M

) M 是拟弱收敛意义下的闭集,即 x n M , x n x ( P
*
0 ) , 则 x M

成立

事实上, u S 对任意S 成立,因此 u M 且A( M) M [ u, v ] 如果 x n

M, xn x (P
*
0 ) ,那么,对任意 S ,均有 x S ,这表明 x M

记 R = x : x Ax , x M ,那么 u R 故 R 非空 在 R 上定义控制函数d ( x ) 如

下 :

d( x ) = sup
f P

*
0

f = 1

sup
x u
u R

f ( Au - x ) (1)

因 x R , x A
n
x R 因此, d( x ) 有意义,且

0 f ( u - x ) f ( Au - x ) f ( v - u) f v - u , f P
*
0

因此 0 d ( x ) v - u  

如果 x R, y R 且 x y ,那么对 u R, u y ,有 x u 且Au - y Au - x 因

此 d ( y ) d( x ) ,即 d( x ) 是减函数 下证

inf d( x ) : x R , x y = 0, y R (2)

如果( 2)不成立, 则存在 y 0 R和 > 0, 使得 d( x ) ,这里 x y 0, x R 根据d ( x )

的定义,在 R 中有u0, u0 y 0, f 1 P
*
0 , f 1 = 1,使得 f 1( Au0- y 0) / 2 记 x 1 = Au0,

x 1 在 R 中, x 1 y 0 对 x = x 1,在 R 中有u1, f 2 P
*
0 , u1 x 1, f 2 = 1使得 f 2( Au1- x 1)

/ 2 记 x 2 = Au1,则 x 2 x 1 用归纳法, 满足(3) ~ (4) 的序列 x n 被构造了 :

y 0 x 1 x2 x n , xn A( [ u, v ] ) , x n R (3)

f n+ 1( x n+ 1- x n) / 2, f n P
*
0 , f n = 1 (4)

由2)知 3)中的 xn 拟弱收敛于 x E 由定理 2的 4) 知, xn+ 1 x (P
*
0 ) 另一方面, 记

yn+ 1 = x n, 根据定理 2的1) ~ 3) , 4) 蕴含在拟弱收敛意义下, limx n limxn+ 1矛盾 故(2)

成立

根据( 1)和( 2) ,存在下列序列 xn :

u x 1 x 2 x n , x n A( [ u , v ] ) , xn R, d( xn ) <
1
n

(5)

根据假定 2) , ( 5)中的 x n 拟弱收敛于x
*
, 那么 xn x

*
M是拟弱闭集蕴含x

*
M 另一

方面, A 是增算子,又有 xn Ax n Ax
* 因此, x

*
Ax

*
, 即 x

*
R

由于 d( x ) 是减函数和(3) , 我们有

0 d ( x
*
) d ( x n) <

1
n
, 因此 d( x

*
) = 0

这就证明 Ax
*
= x

*
,即 x

* 是 A 的不动点

设 x 是A 在[ u, v] 中的任意不动点 因A ( [ u, x ] ) [ u , x ] , [ u, x ] 是拟弱闭集,因此M
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[ u, x ] 这表明 x
*

x ,即 x
* 为 A 在[ u , v ] 中的最小不动点 证毕

推论 如果定理 3的条件 2)用下面的2) 取代,定理 3仍成立

2) A
k
( [ u , v ] ) 中的单调序列 xn 拟弱收敛于x E 这里 k 为某一自然数, A

k+ 1
x =

A(A
k
x )

证明 A
k 为增算子且满足定理 3 的所有条件, 因此 A

k 在 [ u , v ] 中有最小不动

x
*

A
k
( Ax

*
) = A( A

k
x ) = Ax

* 表明, Ax
* 是A

k的不动点 由 x
* 的最小性,知 x

*
Ax

*

另一方面, A 是增算子,又有

Ax
*

A
2
x

*
A

k
x

*
= x

*

因此 Ax
*
= x

* 这就证得 x
*
= Ax

* 因 A 的任意不动点都是A
k的不动点,因此, x

* 是A

在[ u, v] 中的最小不动点 这就完成了证明

3 应 用

定理 4 考察下面 Hammerstein型非线性积分方程:

x ( s) =
b

a
K ( s , t )f ( t , x ( t ) )dt = Ax ( s) (6)

假设下列条件满足:

1) K ( x , y ) 0, ( x , y ) [ a, b ] [ a, b] , f ( x , y ) 关于 y (- , + ) 是增函数, x

[ a, b ] ,使得 A: C[ a, b] C[ a, b]

2) 方程( 6)在 C[ a, b] 中有上解和下解,即存在 u( t ) , v( t ) C[ a, b] , u( t ) v ( t ) ,使

得 u Au, Av v

3) A ( [ u, v] ) 中的单调序列 xn ( t ) 依勒贝格测度收敛于 x ( t ) , 即 xn( t )
m

x ( t )

C [ a, b ] 这里[ u, v] = x ( t ) C [ a, b ] : u( t ) x ( t ) v( t )

则( 6)在 [ u, v ] 中有最小解 x
*
( t )

证明 记 P = x ( t ) C [ a, b] , x ( t ) 0 , 序 由 P 导出 从 1) 和 2) 易知:

A : [ u , v ] [ u, v ] 是增算子

设 x n( t ) 是A ( [ u, v] ) 中的单调序列, xn ( t ) 依勒贝格测度收敛于 x ( t ) C [ a, b ] 下

证 xn ( t ) x ( t ) ( P
*
0 ) , 这里 P

*
0 见定理 1

事实上,由[ 7]中定理4的推论1( p262) , g的绝对连续性, g ( t ) 的连续性及勒贝格积分控

制收敛定理,知

g( xn) - g ( x ) =
b

a
xndg -

b

a
xdg =

b

a
( x n- x ) g ( t )dt 0,对 f P

*
0

因此,定理 3的所有条件满足 故( 6)在 [ u, v ] 中有最小解 x
*
( t ) 定理证毕

注 1 众所周知, C[ a, b] 中的序列 xn ( t) 弱收敛于 x ( t ) C[ a, b] , 当且仅当 x n 有界, 且

xn ( t) x ( t) , t [ a, b] (可见[ 8] ) 因此, x n ( t) 弱收敛 x ( t) ,必有 xn ( t) 拟弱收敛于 x ( t) ,即 x n( t )

x ( t) ( P*
0 ) , P*

0 见定理 1 记 x n( t ) = tn , t [ 0, 1] , 因 m( | tn - 0 | ) = 1 - 1/ n 0, 便有 xn ( t)

x ( t) ( P*
0 ) , x ( t) 0, t [ 0, 1] , t [ 0, 1] 但 limx n( t ) = 0( t [ 0, 1) ) 或 1( t = 1) 不是连续函数, 因此

x n( t ) 不是弱收敛序列 故拟弱收敛比弱收敛更弱

注 2 关于方程( 6) , [ 4]中利用 LP ( G) 的弱紧性作了讨论( 1 < P < + ) [ 9] 中,一般要求 A 全连续
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本文就 G = [ a, b] 时,用勒贝格测度收敛代替弱收敛, 得到了(6) 的解 因此, 研究(6) 时紧性的限制得到了

放松
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Quasi_Weak Convergence with Applications

in Ordered Banach Space

Yang Guangchong

( Basic Depar tm ent of Chen gdu Institute of Meteor ology ,

Chengdu 610041, P R China )

Abstract: In the paper quasi_weak convergence is introduced in ordered Banach space and it is weak-

er than weak convergence. Besed on it, the fixed point existence theorem of increasing operator is

proved without the suppose of continuity and compactness in the sense of norm and weak compact-

ness and is applied to the Hammerstein nonlinear intergal equation.

Key words: ordered Banach space; separated property; quasi_weak convergence; fixed points
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