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摘要:  借助于传递矩阵法研究了两轴系扭振的重频条件# 必要条件为: 存在节点啮合对( JEC) ; 充

要条件为:四个边界传递系数 ( fB ) 等于零的个数不少于 3个# 给出了两轴系存在重频时的振型选择

# 多级轴系重频的必要条件与两轴系的必要条件相同,而如果所有的相邻 JEC 之间的传递系数 ( fI )

等于零时,频率重数等于独立的 f B 为零的个数减 1# 若存在 f I X 0,可将它所对应的连接部分删除,

从而把整个轴系的 JEC 分成内部不含 f I X 0 的几组,该阶频率的总重数等于各组独立解个数之和# 
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研究传动系统的扭转振动,一般把齿轮当作刚性圆盘,而轴简化为无转动惯量的扭簧# 若考

虑轴的转动惯量,可将它分配到齿轮上,或者用几节扭簧串接几个圆盘代替原轴# 因而, 每根轴

的模型均呈链式结构,次一级轴可看作主链上分出的子链# 因为动力只能单向传递,所以每条链

的动力入点只能有一个,但出点可能有多个,故传动系统的简化模型表现为树状结构# 

求解扭转振动问题最有效的方法是传递矩阵法
[ 1, 2, 3]

,围绕这一方法又有 Riccati
[ 4, 5]

, 多项

式[ 6, 7]等改进方法,最近也有人用动态子结构矩阵法计算分叉轴系[ 8]# 具体实施中, 有时会出现

被零除的数值不稳定现象# 本文研究表明,这不仅与反共振有关,还有可能出现重频# 在数值计

算中,重频常引起迭代效率的下降,甚至收敛失败# 实际结构的重频或近频将会导致系统稳定性

下降# 所以对重频的了解具有重要意义# 

本文将研究传动系统的扭振的重频条件# 

1  两轴系的振型方程

文[9]证明了单链结构的固有频率的互异性,但传动系统要复杂的多# 我们从图( 1)所示的

最简单的两轴系开始# 

这个系统具有N1+ N 2+ 2个圆盘# 轴1的盘 p 和轴2的盘 q 啮合,它要求 Hp , 1/ Hq, 2等于传

动比 n(下文符号出现两个脚标时,第一个对应轴内位置,第二个对应轴号) ,所以只有个 N1+ N2

+ 1自由度# 可选轴1的N1+ 1个圆盘的转角和轴 2除盘 q外的N2个圆盘的转角为广义坐标,

建立动力学方程
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图 1 两轴轴系

[ M ] &H + [ K ] H = 0 , (1)

式中 [ M] 为对角阵,除对应轴1的盘 p 的外,均为

各自的转动惯量,而对应 p 的为 Ip , 1+ Iq , 2/ n
2
,附加

项 I q, 2/ n
2
是由于两轴啮合造成的# [ K ] 也是对称

# 式(1) 的模态问题是一广义特征值问题,通过变

换能把它变为一对称阵的特征值问题# 因为对称

阵总可对角化[ 10]
,所以一定存在 N1+ N2+ 1个互

不相关的振型# 当 N 1+ N 2+ 1个固有频率互异

时,一个振型对应一个频率;有重频时,必然会有多

个振型对应一个频率# 

研究重频的具体条件,直接使用式( 1)并不方

便,我们仍借助于传递矩阵法# 

从轴1中取出一个圆盘和它右边的轴,如图(2)所示# 可建立传递关系为[ 1, 2, 3]

图 2 轴 1第 i段

H

M

R

i , 1
=

1 0

- X2I 1 i, 1

H

M

L

i , 1
, (2)

H

M

L

i+ 1, 1
=

1 1/ k

0 1 i, 1

H

M

R

i , 1
# (3)

式(2)对应点传递,记其系数阵为 [ P ] i , 1; 式(3) 式

对应场传递, 记其系数阵为[ F] i , 1# 自右向左的

点、场传递矩阵分别为[ P]
- 1
i , 1, [ F ]

- 1
i , 1# 

轴1和轴2的两个啮合盘如图( 3)所示# 由两盘的平衡方程可得

(M
R
+ X2IH- M

L
) p , 1n = (M

R
+ X2IH- M

L
) q, 2, (4)

图 3 2轴啮合盘受力图

式中 M
R
p , 1, M

R
q , 2, M

L
p , 1, M

L
q, 2的确定, 必须补充两轴的边界条件

# 我们来建立边界到啮合盘的传递关系# 

由式( 2) , ( 3)可建立
H

M

L

0, 1
到

H

M

L

p , 1
的传递矩阵[ T ]

L
1 ,即

[ T ]
L
1 = F

0

i = p- 1
[ F ] i , 1[ P] i, 1 =

A B

C D

L

1

, (5)

式中 A, B , C , D 对应[ T ] 的 4个元素,它们都是 X的多项式# 

H

M

R

N
1
, 1

到
H

M

R

p , 1

的

[ T ]
R
1 = F

N
1
- 1

i= p

[ F]
- 1
i, 1[ P ]

- 1
i+ 1, 1 =

A B

C D

R

1
, (6)

尽管有矩阵求逆,仍不难验证, [ T ]
R
1 是 X的多项式矩阵# 假定

边条件为自由端,即 M
L
0, 1 = M

R
N

1
, 1 = 0,则有

H

M

L

p , 1
=

A

C

L

1
H0, 1, (7)
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和    
H

M

R

p , 1

=
A

C

R

1

HN
1
, 1# (8)

假设轴 2的两端也是自由的,采用与轴 1相同的符号有

  
H

M

L

q , 2

=
A

C

L

2

H0, 2# (9)

  
H

M

R

q , 2
=

A

C

R

2
HN

2
, 2# (10)

注意盘 p , q 左右两侧转角相同# 两轴啮合的协调条件为 :

  Hp , 1+ nHq , 2 = 0# (11)

消去式( 4) , (7) , ( 8) , ( 9) , ( 10) , ( 11)中的扭矩,得到

  

A
L
1H0, 1- Hp , 1 = 0,  A

R
1HN

1
, 1- Hp , 1 = 0,

nA
L
2H0, 2+ Hp , 1 = 0,  nA

R
2HN

2
, 1+ Hp , 1 = 0,

n
2
C

L
1H0, 1- n

2
C

R
1 HN

1
, 1- nC

L
2H0, 2+

 nC
R
2 HN

2
, 2- ( n

2
Ip , 1+ Iq , 2) X

2Hp , 1 = 0,

(12)

式中A
L
1相当于轴1左边界的转角为1时,传递到盘 p 的转角,我们称之为左边界非零量传递系

数;相应地, A
R
1 称右边界非零量传递系数# 左、右边界非零量传递系数简称边界传递系数 fB# 

显然,轴 2的 2个 fB 为 A
L
2, A

R
2 # 

2  两轴系重频条件

振型是一组相对比值,当选定一个规则化标准后,振型的数值就唯一确定了# 式( 12)是五元

一次线性方程组,若存在多个独立解,必为重频# 

选择 Hp , 1为振型参考点,分为两种情形# 

1) Hp , 1 X 0

显然A
L
1, A

R
1 , A

L
2, A

R
2 绝不为零,从而可由式(12) 的前4式唯一确定 H0, 1, HN

1
, 1, H0, 2, HN

2
, 2(若 X

为固有频率,第 5式必成立)# 这样边界状态向量便由 Hp , 1 唯一确定(边界状态向量中扭矩全为

零) ,再由式(2) , (3) 可得到一振型# 这一振型也绝不会与 Hp , 1 = 0的振型对应同一个频率# 因

为:若同一个 X又使 Hp , 1= 0,但A
L
1 X 0( AL

1不随规则化标准而变) ,只有 H0, 1= 0,同理 HN
1
, 1 = 0,

H0, 2 = 0, HN
2
, 2 = 0,再由式(2) , (3) 传递,各盘的转角均为零,显然这不是一个振型# 

如果两个啮合盘恰好为振型节点,我们称之为节点啮合对( joint engaging couple,简称 JEC)# 

从上述的论证可知重频必要条件为:存在 JEC# 但这不是充分条件# 

2) Hp , 1 = 0

式( 12)变为

  

A
L
1 0 0 0

0 A
R
1 0 0

0 0 nA
L
2 0

0 0 0 nA
R
2

n
2
C
L
1 - n

2
C
R
1 - nC

L
2 nC

R
2

H0, 1

HN
1
, 1

H0, 2

HN
2
, 2

=

0

0

0

0

0

# (13)
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前4式由协调条件推出,后 1式由平衡条件导得,我们分别称之为协调方程和平衡方程# 设式

( 13)的左端系数矩阵秩为 r# 当 r \ 4时,式(13) 只有零解,又据式(2) , (3) , (5) , (6) 可知,同

一列的 A, C 不能同时为零,因而 r \ 1# 所以 r 只能取 1, 2, 3, 下面分别进行讨论# 

a) r = 1

式( 13)存在三个线性无关解,故频率重数为 3# 这时要求 A
L
1 = A

R
1 = A

L
2 = A

R
2 = 0# 其中

一个振型在边界转角 H0, 1, HN
1
, 1, H0, 2, HN

2
, 2

T
可选为 C

R
1, C

L
1, 0, 0

T
,它表示轴 1动, 轴 2静止,

两轴间不发生扭矩传递, 仿佛轴2不存在,实际上这个振型对应的固有频率也必是轴 1的固有

频率# 对称地,可选另一个振型的 H0, 1, HN
1
, 1, H0, 2, HN

2
, 2

T
为 0, 0, C

R
2 , C

L
2

T# 第三个振型可

按与前2个振型正交求出# 

b) r = 2

存在两个线性无关解,频率重数为 2# 这种情形下,要求 A
L
1, A

R
1 , A

L
2和 A

R
2 中有 3个为零# 

不同的取零情形有 4 类 # 如果 A
L
1 X 0, 其它三个为零, 可选择两个正交振型的边界

H0, 1, HN
1
, 1, H0, 2, HN

2
, 2

T
如下

  
0 C

L
2 - nC

R
1 0

0 C
L
2 nC

R
1 2nCR

1 C
L
2/ C

R
2

T

,

传递计算中心如果选择 H0, 1 X 0来传递必会出现被零除# 

c) r = 3

只存在一个非零解,频率重数为 1# A
L
1, A

R
1, A

L
2和 A

R
2中有两个为零# 若A

L
1 X 0且仍假定

H0, 1 X 0, 也会导致被零除# 这时是反共振# 

从上述对 2自由轴的边界传递特性分析可得重频的充要条件为: 边界传递系数 fB = 0的

个数不少于3个,两轴系最多存在三重重频# 

除自由端边条件外,工程中也有时使用固定端模型,它的边条件是转角为零,如图 4所示# 

在图 1的轴1左侧串一固定端后, [ T ] L1 应计入 k 0的影响,新的[ T ]
L
1 仍记为

A B

C D
,则式

(7) 变为

图 4  固定端模型

H

M

L

p , 1

=
B

D

L

1

M-1, 1# 

如果其它的边界也是固定端, 可作同样处理,最后建立一个与式( 12)

相似的方程组(只要将对应自由端的 A , C, H换成对应固定端的 B,

D, M)# 显然固定端的 f B 是B# 不难得到, 有固定端情形的重频充

要条件与自由端的两轴系相同# 

3  多轴系

齿轮箱等机构中,往往是多级传动轴系# 

如同两轴系,多轴系的某阶振型不存在 JEC时,对应的频率必为单频# 

若振型只有一个 JEC, 可仿照两轴系建立 JEC 的 4支各个 f B# 不同于两轴系, 多轴系的

JEC的 4支中某支的边界可能多于一个, 因而 fB 也不止一个# 但是可以证明,同一支的 fB 要

么全为零,要么全不为零,而重频只与 fB是否取零有关,所以同一支的所有 fB可认为只有一个

1190 陈   奎  孚    焦   群   英



独立,同一支的边界可变量也只有一个独立# 全部轴系的 4个独立的 fB = 0的个数为 3, 4分

别对应2重、3重重频# 

图 5  一个典型截出单元

如果存在 M 个 JEC, 自轴系树梢部逐一将

JEC截下, 截面位于 JEC的近树根侧# 对截下的

单元依次编号, 截面上用扭矩代替其它部分的作

用# 一个典型的 JEC如图 5所示# 

截下的单元的远根端截面转角为零(在该处

与另一个 JEC相接) ,截面处的传递向量的可变部

分是扭矩, 所以可作固定端处理# 协调方程中的

传递系数是传递矩阵中的 B , 我们称之为相邻

JEC之间的传递系数,简称节点对间传递系数 f I# 

除第 M 个单元外, 所有单元有且只有一个近根端

截面, 这个截面包含在 JEC中,对频率的重数无影响, 其它三支各有一个独立边界(或 JEC间)

传递系数,满足三个协调方程# 第M个单元有4个独立的边界(或 JEC间)传递系数, 满足4个

协调方程# 此外,所有的单元应满足平衡方程# 

从整个系统来说,它是树形结构,只有 M_1个截面,有 M - 1个独立截面扭矩# 

综上所述:整个系统有 3M + 1个独立可变量,其中 M- 1个截面扭矩和 2M+ 2个独立的

边界可变量; 这些可变量满足 4M+ 1个方程,其中 M个平衡方程、M - 1个 JEC间协调方程和

2M + 2个边界协调方程# 所有的协调方程为边界(或 JEC间) 传递系数乘上相应的可变量等

于零;整个系统有 M_1个独立的 f I 和 2M + 2个独立的 f B # 

如果所有的 f I = 0# ,则所有相邻 JEC间传递矩阵中的B = 0,从而 D X 0,故可将 M个平

衡方程中 M - 1个截面扭矩消去# 最终, 4M+ 1个方程变成 2M + 3个方程(M - 1个 JEC间

的协调方程因 f I = 0而自动成立) ,它以 2M+ 2个边界独立量为未知数# 其中的平衡方程与

其它 2M+ 2个协调方程独立,所以最多有2M+ 2个不相关解,这时要求所有的2M+ 2个 fB为

零# 若有 ZB 个fB = 0, 则独立解个数为 ZB - 1,相应的重频重数为 ZB - 1# 

当存在 f I X 0时,则相应的 JEC之间各处传递向量必为零向量,相互无影响# 设有 ZI 个

f I X 0,将对应这 ZI 个f I X 0的连接部分截断,则所有的 JEC分成 ZI + 1组# 组内的 f I 均为

零, 其独立解个数可按前面的方法分析# 设第 i组的独立解个数为F
i
,则整个系统的某阶频率

的重数为各组 F
i 之和# 若所有的 Z

i
B > 1, 则总重数 F 为

  F = E
Z
I
+ 1

i= 1
F

i
= ZB - ZI - 1# 

也就是说频率重数比 fB = 0个数与 f I X 0个数之差少1# 

4  结 束语

作者利用传递矩阵法研究了两轴轴系的重频条件# 必要条件为: 存在 JEC; 充要条件为:

fB = 0的个数不少于 3个# 给出了两轴系重频时的振型选择以及计算中被零除的意义# 多

级轴系重频必要条件与两轴系的必要条件相同# 当所有f I = 0时,频率重数等于独立的 fB =

0个数减1# 若有 f I X 0, 可将它对应的连接截断, 从而把整个轴系 JEC分成几个内部不含 f I X

0的组,该阶频率的总重数等于各组独立整个解个数之和# 
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On the Repeated Natural Frequencies for

Torsional Vibration of Shafts

Chen Kuifu,  Jiao Qunying

( College of En gineer ing Sciences , Chin a Agr icultur e

Un iver sity , Beijin g 100083, P R China )

Abstract: To investigate the repeated frequency condition ( RFC) for torsional vibration of shafts.

system, the transfer matrix method was adopted. Firstly, the transfer relationship from the boundary

to engaging disks of double shafts. system( DSS) was constructed. Secondly, the RFC of DSS was

deduced out and the methods to select mode shape were presented. Finally, The relationship was ex-

tended to multilevel transmission system ( MTS) , and the RFC of this system was explored. The con-

clusions is this: 1) the necessary RFC requires the existence of joint engaging couple ( JEC); 2) for

DSS, the sufficient is the number of boundary transfer factors ( f B) larger than2; 3) the whole system

can be split into independent groups, the total multiplicity is the sum of independent solution number

of every group, the latter is the number of independent fB = 0 inside the group minus 1.

Key words: vibration; natural frequency; torsional vibration; shaft system
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