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转动系统相对论性动力学方程的
代数结构与 Poisson积分
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摘要:  研究转动相对论系统动力学方程的代数结构,得到了完整保守转动相对论系统与特殊非

完整转动相对论系统动力学方程具有 Lie代数结构; 一般完整转动相对论系统、一般非完整转动相

对论系统动力学方程具有Lie 容许代数结构# 并给出转动相对论系统动力学方程的 Poisson 积分# 
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引   言

1979年, R. Bengtsson和 S. Frauendorf精确测量 14种核子的自旋转速最大值,结果表明各

核子的自旋转速最大值各不相同[ 1]# 随着科学技术的进步,越来越多的实验现象与高速转动

问题有关,爱因斯坦的相对论理论和经典力学的转动理论已不适用, 近年来建立的相对论性分

析力学理论也不适用[ 2~ 6]# M. Carmeli于 1985年,建立了转动相对论力学理论[ 7~ 10] ;罗绍凯最

近建立了转动系统的相对论性分析力学理论[ 11] , 构造了转动相对论系统的新型动力学函数,

给出了多种形式的变分原理、运动方程及相应的守恒律# 近代分析力学强调新的数学方

法[ 12, 13] , 使得更能反应其实质# 本文给出转动相对论系统动力学方程的逆变形式、代数结构,

进而将积分完整保守系统的 Poisson方法推广应用于转动相对论系统# 

1  转动相对论系统动力学方程的逆变形式

1)  完整转动相对论系统动力学方程的逆变形式

研究 N个物体构成的力学系统,在时刻 t第i个物体受到的外力对Oz轴之矩M i ,经典转动

惯量 I oi ,相对于 S 系角坐标Hi ,极限角速度 #i ,若系统受到 k 个理想完整约束, 在广义坐标下

( q
s
, s = 1, ,, n) ,转动相对论系统的Lagrange 方程为[ 11]

  d
dt

5T *
r

5Ûq s
-
5T *

r

5 qs
= Gs   ( s = 1, ,, n) , (1)
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其中

  T
*
r = E

N

i= 1
Ioi#

2
i (1- 1- ÛH2i / #2i ) ,   I i = Ioi / 1 - ÛH2i / #2i , (2)

为转动相对论系统的广义动能函数和相对论性转动惯量

  Gs = E
N

i= 1
M i

5Hi
5qs

, (3)

为第 i 个广义坐标对应的广义力# 

对于完整保守系统, 则有

  d
dt

5L r
5Ûqs

-
5L r
5 qs

= 0   ( s = 1, ,, n) , (4)

其中 L r = T
*
r - V 为转动相对论系统的广义 Lagrange函数# 

采用重复坐标中和规则, 对( 4)式构造相对论性广义Hamilton函数

  H r =
5L r
5Ûq s

Ûqs - L r = p sÛqs - T
*
r + V, (5)

用推导正则方程的通常方法, 由式( 5)可得完整转动相对论系统的广义Hamilton正则方程[ 11]

  Ûqs =
5H r

5qs
,  Ûp s = -

5H r

5 qs
  ( s = 1, ,, n ) , (6)

引入 2n 个分量的逆变向量

  a
L
=

q
L   ( L = 1, ,, n ) ,

pL- n   ( L= n + 1, ,, 2n)# 
(7)

则( 6)式表为逆变形式

  ÛaL- XLM
5H r

5 aM
= 0   ( L, M= 1, ,, 2n) , (8)

式中

  ( X
LM
) =

0n@ n In@ n

- In@ n 0n@ n
, (9)

显然 XLM具有反对称性# 

对于一般完整转动相对论系统,将广义力分为有势和非有势两部分, 即 Gs = -
5V
5qs

+ G
c
s ,

则(1) 式可写为

  d
dt

5L r
5Ûqs

-
5L r
5 qs

= G
c
s, (10)

( 10)称为一般完整转动相对论系统的 Lagrange方程# 

对于( 10)构造相对论性广义Hamilton函数

  H r =
5L r
5Ûq s

Ûqs - L r = p s Ûq s- T
*
r + V, (11)

则( 10)可部分正则化,得到一般完整转动相对论系统的Hamilton正则方程

  Ûqs =
5H r

5ps ,  Ûp s = -
5H r

5 qs
+ G

c
s( q , p , t )   ( s = 1, ,, n) , (12)

其中 �Gc
s ( q , p , t ) = G

c
s( q , Ûq ( q , p , t ) , t ) # 

令
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  �Gc
s = - 8 sk

5H r

5p k
,  8 sk =

8 11 0 , 0

0 8 22 , s

w
0 , 8 ss

 ( k = 1, ,, n) (13)

引入 2n 个分量的逆变向量

  a
L
=

q
L   ( L = 1, ,, n ) ,

pL- n   ( L= n + 1, ,, 2n)# 
(14)

则( 12)式可表为逆变形式

  ÛaL- S
LM5H r

5aM
= 0  ( L, M= 1, ,, 2n) , (15)

其中

  S
LM
= XLM+ T

LM
(16)

  ( XLM) =
0n@ n I n@ n

- In@ n 0n@ n

, T
LM
=

0n@ n 0n@ n

0n@ n (- 8kk) n@ n

(17)

可见 S
LM由反对称部分 XLM和对称部分T

LM组成,且 8kk 由(13) 式给出# 

2)  非完整转动相对论系统动力学方程的逆变形式

若系统除受 k 个完整约束外, 还受有 g 个一阶非线性非完整约束

  f B( q
s
, Ûqs , t ) = 0   ( B= 1, ,, g ; s = 1, ,, n) (18)

约束条件满足 �¶Ä±¶³定义

  E
n

s= 1

5fB
5Ûq s

Dqs = 0   ( B= 1, ,, g ; s = 1, ,, g) , (19)

利用 Lagrange乘子法可得到非线性非完整转动相对论系统的 Routh方程
[ 11]

  d
dt

5T *
r

5Ûq s
-
5T *

r

5 qs
= Gs + KB

5fB
5Ûq s

  ( B= 1, ,, g; s = 1, ,, n ) , (20)

其中 KB可在运动方程积分之前表为 q , Ûq , t 的函数# 

令, +s = KB
5f B
5Ûqs

,其中 KB已表为 q , Ûq , t 的显式, 将其代入方程( 20) ,则得到

  d
dt

5T *
r

5Ûq s
-
5T *

r

5 qs
= Gs + +s, (21)

方程( 21)可当作一个有 n 个自由度的完整转动相对论系统来研究# 非完整转动相对论系统

的运动(18)、( 20) 可在完整转动相对论系统中找到,只要初始条件满足非完整系统的运动方程

(18) ,即

  f B( q
s
0, q

s
0, t0) = 0   ( B= 1, ,, g ) , (22)

方程( 21)称为与非完整系统( 18)、( 20)相应的完整系统的运动方程# 

非完整转动相对论系统的问题可分为特殊非完整转动相对论系统和一般非完整转动相对

论系统的问题来研究# 

对于式( 21)中的广义力 Gs + +s 若具有广义势, 或者具有 Helmoholtz势, 以及能实现自由

运动、且广义力 Gs 具有广义势的一些非完整转动相对论系统, 我们称为三类特殊非完整转动

相对论系统# 

容易得到,这三类特殊非完整转动相对论系统的运动方程都具有 Lagrange 方程( 4)的形
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式,则它们可以表为如( 8)、( 9)的逆变形式# 

对于一般非完整转动相对论系统,将广义力分为有势和非有势两部分, 即 Gs = -
5 V
5 qs

+

G
c
s, 则与(18)、(20) 相应的完整相对论性动力学方程(21) 可表为

  d
dt

5L r
5Ûqs

-
5L r
5 qs

= G
c
s + +s   ( s = 1, ,, n) , (23)

式中 L r = T
*
r - V 为系统的相对论性广义Lagrange 函数, +s 为广义非完整约束反力# 

引入一般非完整转动相对论系统的广义Hamilton函数

  H r =
5L r
5Ûq s

Ûqs - L r = p sÛqs - T
*
r + V, (24)

则方程( 23)可部分正则化为

  Ûqs =
5H r

5ps
,  Ûp s = -

5H r

5 qs
+ +c

s( q , p , t ) , (25)

其中 +
c
s = G

c
s( q , Ûq ( q, p , t ) , t ) + +s( q , Ûq ( q , p , t ) , t ) # 

令

  +c
s = - 8sk

5H r

5pk ,  ( 8 sk) =

811 0 , , 0

0 822 , , 0

w
0 , , , 8nn

  ( s , k = 1, ,, n) , (26)

8 sk 为对角矩阵,当已知 H r , +
c
s 时,容易由(26) 求得所有的 8kk( k = 1, ,, n ) # 

令

  a
L
=

q
L   ( L = 1, ,, n ) ,

pL- n  ( L= n + 1, ,, 2n) ,
(27)

则方程( 25)可表为逆变形式

  ÛaL- S
LM5H r

5aM
= 0   ( L, M= 1, ,, 2n) , (28)

其中

  

S
LM
= XLM+ TLM,

( XLM) =
0n@ n I n@ n

- In@ n 0n@ n

,  ( T
LM
) =

0n@ n 0n@ n

0n@ n (- 8kk) n@ n

,
(29)

式中 8kk 由(26) 式求得# 

2  转动相对论系统动力学方程的代数结构

1)  完整保守转动相对论系统动力学方程的代数结构

将某函数 A ( a
L
) 按方程(8) 求对时间 t 的导数定义一个代数积

  ÛA =
5A
5 aL

XLM
5H r

5 aM
=
def

A . H r , (30)

这个积满足分配律

  A . ( B + C ) = A . B + A . C ,  ( A + B) . C = A . C + B . C (31)

和标律

  ( AA ) . B = A . ( AB) = A( A . B ) (32)
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因此它具有相容代数结构# 进而还满足

  A . B+ B . A = 0, (33)

  A . ( B . C) + B . ( C . A) + C . ( A . B) = 0, (34)

那么它具有Lie代数结构,于是有

结论 1  一切完整保守转动相对论系统的动力学方程不仅具有相容代数结构, 而且具有

Lie代数结构# 

2)  一般完整转动相对论系统动力学方程的代数结构
将某函数 A ( a

L
) 按方程(15) 求对时间 t 的导数定义为一个代数积

  ÛA =
5A
5 aL

S
LM5H r

5 aM
=
def

A . H r , (35)

它满足分配律和标律( 31)、( 32) ,在此它具有相容代数结构# 

若方程具有 Lie代数结构,它还必须满足( 33) , ( 34)式# 考虑到式( 16) ,则上述条件归为对

T
LM的条件

  T
LM
+ T

ML
= 0, (36)

  T
SQ5TLM

5 aQ
+ T

LQ5TLS

5 aQ
+ T

LM5TSM

5 aQ
= 0, (37)

进而归结为

  8kk = 0, ( k = 1, ,, n) ,  �Gc
s = 0, ( s = 1, ,, n) , (38)

因此一般完整转动相对论系统的动力学方程没有 Lie 代数结构# 那么是否具有 Lie 容许代数

结构呢? 为此由积( 35)定义一个新积

  [ A , B] =
def

A . B - B . A , (39)

显然新积具有反对称性, 即

  [ A , B] + [ B , A ] = 0, (40)

新积的 Jacobi恒等式为

  [ A , [ B, C ] ] + [ B , ( C, A ) ] + [ C , [ A , B ] ] = 0# (41)

展开( 41)并用 S
LM表为

  ( S
LQ
- S

QL
)

5
5 aQ

( S
MS
- S

SM
) + ( S

MQ
- S

QM
)

5
5aQ

( S
SL
- S

LS
) +

     ( S
SQ
- S

QS
)

5
5 aQ

( S
LM
- S

ML
) = 0   ( L, M, Q, S = 1, ,, 2n)# (42)

注意到式( 29) ,上式可归为对 T
LM的条件

  ( T
LQ
- T

QL
)

5
5 aQ

( T
MS
- T

SM
) + ( T

MQ
- T

QM
)

5
5aQ

( T
SL
- T

LS
) +

     ( T
SQ
- T

QS
)

5
5 aQ

( T
LM
- T

ML
) = 0   ( L, M, Q, S = 1, ,, 2n)# (43)

因T
LM是对称的, 故式(43) 成立,由于新积(39) 满足(40)、(41) ,那么新积具有Lie代数结构,而

积( 35)具有Lie容许代数结构,于是有

结论 2  一般完整转动相对论系统的动力学方程不仅具有相容代数结构,而且具有Lie容

许代数结构# 

3)  三类特殊非完整转动相对论系统动力学方程的代数结构
由于三类特殊非完整转动相对论系统归结为Lagrange 方程, 我们可以将某函数 A ( a

L
) 按
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方程(8) 定义为一个代数积, 该积也具有(30) 的形式,于是有

结论 3  三类特殊非完整转动相对论系统的动力学方程不仅具有相容代数结构, 而且具

有Lie代数结构# 

( 4)  一般非完整转动相对论系统动力学方程的代数结构

将某函数 A ( a
L
) 按方程(28) 定义为一个代数积

  ÛA =
5A
5 aL

S
LM5H r

5 aM
= A . H r , (44)

它满足分配律和标律( 31)、( 32) ,因而具有相容代数结构# 

若方程具有 Lie代数结构,则必须满足( 33)、( 34)考虑到式( 29) ,则上述条件归为 T
LM
的条

件,也就是 T
LM
满足(36)、(37) ,进而归结为

  8kk = 0,  �+c
s = �G

c
s ( q, Ûq ( q , p , t ) , t ) + �+s ( q, Ûq ( q , p , t ) , t ) = 0

( k , s = 1, ,, n) , (45)

因此,一般非完整转动相对论系统的动力学方程没有 Lie代数结构# 那么是否具有 Lie容许代

数结构呢? 由积( 28)定义一个新积

  [ A , B] =
def

A . B + B . A (46)

同( 40)、( 41)、( 42)的讨论得, ( 46)具有Lie代数结构,而积( 44)具有Lie容许代数结构# 于是有

结论 4  一般非完整转动相对论系统的动力学方程不仅具有相容代数结构, 而且具有 Lie

容许代数结构# 

3  转动相对论系统动力学方程的 Poisson积分

1)  完整保守转动相对论系统与三类特殊非完整转动相对论系统动力学方程的 Poisson

积分

由于完整保守转动相对论系统与三类特殊非完整转动相对论系统的动力学方程都具有

Lie代数结构,那么 Poisson关于第一积分的理论[ 14]可以全部推广应用于这类系统, 于是有

定理 1  I ( a
L
, t ) 是方程第一积分的充要条件是

  5I
5 t + [ I , H r ] = 0, (47)

其中  [ I , H r ] 为 Poisson括号, H r 为完整保守转动相对论系统或特殊非完整转动相对论系统

的广义Hamilton函数# 

定理 2  如果相对论性广义 Hamilton函数不显含 t ,则H r 是系统(8) 的第一积分# 

定理 3  如果方程( 8)有两个不处于相互内旋的第一积分 I 1( a
L
, t ) 和 I2( a

L
, t ) ,则它们的

Poisson括号[ I1, I2] 也是系统(8) 的第一积分# 

定理 4  如果方程( 8)有包含时间 t的第一积分I ( a
L
, t ) , 而相对论性广义Hamilton函数H r

不显含时间,则5 I
5t ,

52I
5 t 2

,都是系统(8) 的第一积分# 

定理 5  如果方程有包含坐标 a
Q的第一积分,而相对论性广义Hamilton函数不显含 a

Q
,则

5I
5 aQ

,
52I
5 aQ

2 , ,都是系统的第一积分# 

2)  一般完整转动相对论系统与一般非完整转动相对论系统动力学方程的 Poisson积分

由于完整非保守转动相对论系统与一般非完整转动相对论系统的动力学方程不具有 Lie
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代数结构,但具有Lie容许代数结构,那么关于Poisson第一积分的理论只能部分推广应用于这

两类系统[ 15] ,于是有

定理 6  I ( a
L
, t ) = C 是系统(15)、(28) 第一积分的充要条件是

  5I
5 t + ( I , H r ) = 0 (48)

其中 ( I ,H r) 分别按式(6)、( 15) 定义, H r 为系统(15)、(28) 的广义Hamilton函数# 

定理 7  如果系统( 15)、( 28)的广义 Hamilton函数 H r 不显含 t , 非势广义力是陀螺力或不

存在,且非完整约束方程对广义速度是齐次的,则 H r 是与(15)、(28) 相应的第一积分# 

定理 8  如果系统( 15)、( 28)有包含时间 t的第一积分I ( a
L
, t ) = C ,而 S

LM和H r不显含t ,

则
5I
5 t ,

52I
5t 2

,都是系统(15)、(28) 的第一积分# 

定理 9  如果系统( 15)、( 28)有包含 a
Q的第一积分I ( a

L
, t ) = C ,而 S

LM和H r不显含式a
Q
,

则5I
5 aQ

,
52I
5 aQ

2 , ,都是系统(15)、(28) 的第一积分# 

定理 8和 9可由( 48)式对 t或a
Q
求偏导证得# 

因为系统( 15)、( 28)没有Lie代数结构,两个积分 I1和 I2的积( I 1 . I 2) 不能成为Poisson括

号,那么( I 1 . I 2) 一般不是系统(15)、(28) 的第一积分,故 Poisson定理不成立# 
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Algebraic Structures and Poisson Integrals

of Relativistic Dynamical Equations

for Rotational Systems

Fu Jingli,  Chen Xiangwei,  Luo Shaokai

( Shangqiu Teacher s College , Shangqiu , Hen an 476000, P R China )

Abstract: The algebraic structures of the dynamical equations for the rotational relativistic systems

are studied. It is found that the dynamical equations of holonomic conservative rotational relativistic

systems and the special nonholonomic rotational relativistic systems have Lie. s algebraic structure,

and the dynamical equations of the general holonomic rotational relativistic systems and the general

nonholonomic rotational relativistic systems have Lie admitted algebraic structure. At last the Poisson

integrals of the dynamical equations for the rotational relativistic systems are given.

Key words: rotational systems; relativity; analytic mechanics; equation of motion; algebraic struc-

ture; Poisson integral
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