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一类微分方程组的积分解法及其

在厚板热力弯曲中的应用
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(张汝清推荐)

摘要:  提出并证明了一类非齐次线性微分方程组的积分解法, 并以求解受激光和横向力联合加

载厚板的轴对称弯曲问题作为该方法的应用实例, 籍此给出了考虑挤压效应、旋转惯性效应和剪

切变形效应时厚板动态弯曲的扰度和转角公式# 结果表明运用该定理求解问题具有规范、简明的

特点# 
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引  言

对于许多工程问题, 其数学模型可用一类线性微分方程组

    

L 1[ u1( q ) ] = F1( q) ,

L 2[ u2( q ) ] = F2( q) + f 2[ u1( q) ] ,

, ,, ,, ,

Ln [ un ( q) ] = Fn( q ) + f n [ u1( q) , u2( q ) , ,, un- 1( q ) ] ,

(1)

及其初边值条件描述# 其中 q 是自变量集合或其任意子集,其定义域为 8 , L 1, L 2, ,, L n 是齐

次线性微分算子, u1, u2, ,, un 是未知变量, f 2, f 3, ,, f n 是齐次线性微积分算子, F1( q) ,

F2( q ) , ,, Fn ( q) 是给定的已知函数# 

对于式( 1)及其初边值条件构成的定解问题,由于非齐次项 F1( q ) , F2( q) , ,, Fn( q ) 的存

在,若按传统方法,显然, 求解过程将异常复杂,尤其当这些非齐次项的函数形式比较复杂时,

解析或半解析求解就更困难# 另外,无论这些非齐次项发生什么变动, 求解过程都得从头开

始,这种重复性的数学演算是很不经济的# 

文[ 1]讨论了方程组( 1)的特殊形式
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L 1[ u1( q ) ] = F1( q) ,

L 2[ u2( q ) ] = f 2[ u1( q ) ] ,

, ,, ,, ,
Ln [ un ( q) ] = f n[ u1( q) , u2( q ) , ,, un- 1( q ) ] ,

(2)

并给出解为

    ui ( q ) = Q8
u
D
i ( q / q0) F1( q0)dq0   ( i = 1, 2, ,, n) ,

其中, u
D
i ( q/ q 0) ( i = 1, 2, ,, n ) 是(2) 及其初边值条件的 Green函数基本解# 

在文[ 1]的基础上,本文提出了式( 1)及其初边值条件的积分公式解# 利用该积分公式求

解,不仅可以避免传统求解方法的不足,大大减少工作量,而且使求解规范化,便于对复杂问题

实施必要的电算操作# 

1  基本解和积分方法

根据( 2)式的递推性和线性微分方程的叠加原理,设线性微分方程组

    

L j [ uj ( q ) ] = D( q - q0) ,

L j+ 1[ uj+ 1( q ) ] = f j+ 1[ 0, 0, ,, 0, uj ( q ) ] ,

, ,, ,, ,

Ln [ un ( q) ] = f n[ 0, 0, ,, uj ( q ) , uj+ 1( q) , ,, un- 1( q ) ] , (1 [ j [ n)

及其初边值条件的基本解为

    u
jD
j ( q / q0) , u

jD
j+ 1( q/ q 0) , ,, u

jD
n ( q/ q 0)# 

定理  非齐次线性微分方程组( 1)及其初边值条件的解的充分必要条件是

    ui ( q ) = Q8
[ E

i

j= 1

u
jD
i ( q / q0) Fj ( q 0) ] dq0   ( i = 1, 2, ,, n) , (3)

证明  当 i = 1时,有

    u1( q) = Q8
u
1D
1 ( q / q0) F1( q0)dq 0 ,

是方程组( 1)的第一式,即单个微分方程及其初边值条件的解, 是普通 Green函数解# 充分必

要条件成立# 

设 i = k 时, (3) 式是(1) 及其初边值条件的充分必要解# 

考察 i = k + 1时的情况,由(3) 式有

    uk+ 1( q ) = Q8
[ E

k+ 1

j = 1

u
jD
k+ 1( q/ q 0) Fj ( q0) ] dq0 # 

于是,考虑到 L i , f i 均为齐次线性算子,有

    Lk+ 1[ uk+ 1( q) ] = Q8
E
k+ 1

j = 1
Lk+ 1[ u

jD
k+ 1( q/ q 0) ] F j ( q0)dq0 =

      Q8
{f k+ 1[ u

1D
1 ( q/ q 0) , u

1D
2 ( q/ q 0) , ,, u

1D
k ( q / q0) ] F1( q0) +

      f k+ 1[ 0, u
2D
2 ( q / q0) , ,, u

2D
k ( q/ q 0) ] F 2( q0) + ,+
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      f k+ 1[ 0, 0, ,, u
kD
k ( q/ q 0) ] Fk( q 0) + D( q - q0) Fk+ 1( q0) }d q0 =

      f k+ 1[Q8
u
1D
1 ( q/ q 0) F1( q0)dq 0,Q8 E

2

j= 1

u
jD
2 ( q / q0) F j ( q0)dq 0, ,,

      Q8 E
k

j= 1

u
jD
k ( q/ q 0) Fj ( q0)dq0] + Fk+ 1( q ) =

      Fk+ 1( q ) + f k+ 1[ u1( q) , u2( q ) , ,, uk( q ) ] # 

即 i = k + 1时, (3) 式仍然是(1) 式及其初边值条件的解# 充分性成立# 

由数学归纳法, 定理充分条件得到证明# 

必要性证明,有

    Lk+ 1[ uk+ 1( q) ] = Fk+ 1( q ) + f k+ 1[ u1( q) , u2( q ) , ,uk( q ) ] =

      f k+ 1[Q8
u
1D
1 ( q/ q 0) F1( q0)dq 0,Q8

E
2

j= 1
u
jD
2 ( q / q0) F j ( q0)dq 0, ,,

      Q8 E
k

j= 1

u
jD
k ( q/ q 0) Fj ( q0)dq0] +Q8

D( q - q0) Fk+ 1( q0)dq 0 =

      Q8
{f k+ 1[ u

1D
1 ( q/ q 0) , u

1D
2 ( q/ q 0) , ,, u

1D
k ( q / q0) ] F1( q0) +

      f k+ 1[ 0, u
2D
2 ( q / q0) , ,, u

2D
k ( q/ q 0) ] F 2( q0) + ,+

      f k+ 1[ 0, 0, ,, u
kD
k ( q/ q 0) ] Fk( q 0) }dq0+ Q8

Lk+ 1[ u
( k+ 1)D
k+ 1 ( q/ q 0) ] Fk+ 1( q0)dq0 =

      Q8
{ Lk+ 1[ u

1D
k+ 1( q / q0) ] F1( q0) + Lk+ 1[ u

2D
k+ 1( q/ q 0) ] F2( q0) + ,+

      Lk+ 1[ u
( k+ 1) D
k+ 1 ( q/ q0) ] Fk+ 1( q0) }dq0 =

      Lk+ 1[Q8
E
k+ 1

j= 1
u
jD
k+ 1( q / q0) Fj ( q 0) dq0] ,

故得

    uk+ 1( q ) = Q8
[ E

k+ 1

j = 1

u
jD
k+ 1( q/ q 0) Fj ( q0) ] dq0 # 

这样, i = k + 1时, (1) 式及其初边值条件的解为(3) 式# 必要性证毕# 

综上所述, 定理得证# 

定理对于非齐次方程组的定解问题首先求广义的 Green函数解, 然后利用积分求和形式

给出显式表达式, 使非齐次定解问题的求解过程简单化和规范化# 在物理上, 定理反映了线

性数理方程组中各方程的/外载0(非齐次项 Fi ( q) ) 对定解问题的各控制变量 u i ( q) 的影响规

律# 

2  激光_力联合作用厚板弯曲问题中的应用

伴随激光技术的发展,在军事和民用工程中, 研究激光对材料和结构造成的破坏都是极其

重要的# 目前, 这一问题正受到国际国内的广泛注意# 对于受激光辐射的金属板结构,当功率

密度在104W/ cm2左右时,加热导致的高温将引起板的整体热膨胀变形和应力,导致预加横载

下构件内力及变形的改变,引起结构整体的热动力响应# 而当功率密度大于一定值时,板上光
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斑区很薄的表层将发生喷溅, 虽然表面薄层的汽化本身不一定引起结构过度残缺,但其喷溅冲

量对板的横向作用则有可能与温升作用一起引起板的失效# 

这里,将利用本文提出的方法,对表面受横载和激光辐照作用无限大厚板的热弹性弯曲响

应进行求解# 演示本文积分方法的具体实施过程和意义; 并在理论上给出热力联合作用厚板

弯曲问题的解析公式,可供进一步的理论分析应用# 

从基本的热弹性关系和厚板弯曲理论出发,导出 Timoshenko 板的热传导方程和位移型动

力方程:

    

Qc
5T
5 t = k

1
r

5
5r ( r

5T
5r ) + k

52T
5z 2

+ ABI ( r , t ) e
- A

B
( z+ h/ 2)

,

 T( r , z ) | t= 0 = T 0,

 - k
5T
5z + h0( T - T 0) = 0   ( z = h / 2) ,

 - k
5T
5z + h1( T - T 0) = 0   ( z = - h/ 2) ,

 ¨4
w - (

kSQ
G

+
QJ
D

)
52

5 t 2
¨2

w +
kSQ
G

QJ
D

54
w

5 t4
+
Qh
D

52
w

5t 2
=

  -
EA0

D(1 - L)
¨2

MT +
q
D

+
kSJ

G
(
QJ
D

52
q

5t 2
- ¨2

q ) +
kR

C1h
¨2

q ,

 w ( r , 0) =
5w
5t ( r , 0) =

52w
5 t 2

( r , 0) =
53
w

5t 3
( r , 0) = 0,

 Gh
kS

( Br +
5w
5r ) = D(

52Br
5r 2

+
1
r

5Br
5 r -

1

r
2 Br) -

  QJ
52Br
5 t 2

-
EA0

1 - L
5MT

5r + D
kR
C1h

5q
5 r

 Br ( r , 0) =
5B1
5 t ( r , 0) = 0# 

(4)

其中各符号的意义与文[ 2]中相同# 

令�r = r / h, �z = z / h, �t = kt / ( Qch2
) ,  �T = (T - T 0) / T 0,

  �hj = hjh/ k ( j = 0, 1) , �AB = ABh,�I = Ih / ( kT 0) ,

  �A0 = A0T 0, �w = w / h, �MT = MT / ( T 0h
2
) , �q =

kS
G
q, ¨

- 2
=

52

5�r 2
+

1
�r

5
5�r ,

将式( 4)无因次化,并取

    �I (�r , �t ) = �I 0e
- �r2/�r 2

0f 1(�t ) ,

对�q , �T ,�I , �w 作零阶Hankel变换,对 Br 作一阶Hankel变换,得
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1
A 1

5�T
5�t e

�A
B
(�z+ 1/ 2)

+
s
2

A 1
�T e�AB (�z- 1/ 2)

-
1
A 1

52
�T

5�z 2
e�AB (�z+ 1/ 2)

= f 1(�t ) ,

5�T
5�z + �h0�T = 0,   (�z =

1
2
) ,

-
5�T
5�z + �h1�T = 0,  (�z =

1
2
) ,

�T ( s, �z , 0) = 0,

A 2
54�w
5�t 4

+ A 3
52�w
5�t 2

+ s
4
�w = 12(1+ L)�A0 s

2
�MT + f 2(�t ) ,

�w ( s , 0) =
5�w ( s, 0)

5�t =
52
�w ( s, 0)
5�t 2

=
53
�w ( s, 0)
5�t 3

= 0,

A 4
52
B
v

r

5�t 2
+ A 5B

v

r =
kS

Gh

E�A0h
1 - L

s�MT + s�w + f 3(�t ) ,

B
v

r( s , 0) =
5B

v

r ( s, 0)

5�t = 0,

(5)

式中, A 1 = �AB�I 0
s�r 20
2
exp(- �r 20s

2
/ 4) ,

    A 2 = (
kSQ
G

QJ
D

) (
k
Qch2)

4
h
4
,

    A 3 = (
kSQ
G

+
QJ
D

) (
k

Qch2)
2
h
2
s
2
+
Qh
D

(
k

Qch2)
2
h
4
,

    A 4 =
kSQJ
Gh

(
k

Qch2)
2
,

    A 5 = 1+
DkS

Gh
3 s

2
,

    f 2(�t ) =
Gh

3

kSD
�q +

QJ
D

h
2
(

k

Qch2)
2 52�q
5�t 2

+ (1 -
GkR
C 1kS

) s
2�q ,

    f 3(�t ) = -
GkR

C1h
3 s�q ,

取 f 1(�t ) = D(�t - �tc) , f 2(�t ) = f 3(�t ) S 0,求解式(5) ,得

   �T 1D
( s, �z , �t ) = A 1 E

]

i= 1

F i

N i
(
C1i

C2i
sinBi�z + cosBi�z ) exp[- ( s

2
+ B2i ) (�t - �tc) ]H (�t - �tc) ,

   �w 1D
( s , �t ) =

12(1 + L)�A0sA 1

A
2
3+ 4A 2 s

4 E
]

i= 1

F i

N i

C1i

C2i

1

B
2
i
2sin

Bi
2

- Bicos
Bi
2

#

    
1
�Sb

1

( B
2
i + s

2
)
2
+ �Sb

[ ( B
2
i + s

2
) sin�Sb(�t - �tc) - �Sb cos�Sb(�t - �tc) +

    �Sbe- ( B
2

i
+ s

2
) (�t- �tc)

] -
1
�Sa

1

( B2i + s
2
)
2
+ �Sa

[ ( B2i + s
2
) sin�Sa(�t - �tc) -

    �Sa cos�Sa (�t - �tc) + �Sae- ( B
2

i
+ s

2
) (�t - �tc)

] H (�t - �tc) ,

   B
v1D
r ( s ,�t ) =

s

A 4A 5
Q
�t

0
�w 1D

+
kS
Gh

E�A0h
1- L

�M1D
T sin�Sc (�t - �t c )d�t 1,
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其中
C1i

C2i
=

Bisin( Bi / 2) - h0cos( Bi / 2)
Bisin( Bi / 2) + h0cos( Bi / 2)

  ( i = 1, 2, ,,) ;

  N i =
1
2

C1i

C2i
1- 1

Bi
sinBi + 1+ 1

Bi
sinBi   ( i = 1, 2, ,) ;

  Fi =
1

�A2B + B2i

C1i

C2i
e- �A

2

B - �ABsin
Bi
2

- Bicos
Bi
2

- �ABsin
Bi
2

- Bicos
Bi
2

+

e
- �A

2

B - �AB cos
Bi
2
+ Bisin

Bi
2

+ �AB cos
Bi
2
+ Bisin

Bi
2

,

  �S2c =
Gh
kS

+
D

h
2 s

2
QJ

k

Qch
2

2

=
A 5

A 4
# 

取 �T ( s ,�z , �t ) S �MT ( s , �t ) S 0, f 1(�t ) S f 3(�t ) S 0, f 2(�t ) = D(�t - �tc) , 求解式(5) 得

    �w 2D
( s, �t ) =

1

A
2
3+ 4A 2 s

4

1
�Sb
sin�Sb(�t - �tc) -

1
�Sa
sin�Sa(�t - �tc) H (�t - �tc) ,

    B
v2D
r ( s ,�t ) =

s

A 4A 5
Q
�t

0
�w 2D

( s, �t 1) sin�Sc (�t - �t c) d�t 1# 

取 �MT ( s , �t ) S �w ( s , �t ) S 0, f 1(�t ) S f 2(�t ) S 0, f 3(�t ) = D(�t - �tc) ,求解式( 5)得

    B
v
3D
r ( s ,�t ) =

1

A 4A 5

sin�Sc(�t - �tc)H (�t - �tc)# 

积分各基本解并求和,得

    �T ( s, �z , �t ) = Q
+ ]

- ]
�T 1D

( s ,�z , �t ,�tc)f 1(�tc)d�tc,

     �w ( s ,�t ) = Q
+ ]

- ]
[ �w 1D

( s, �t , �tc)f 1(�tc) + �w 2D
( s ,�t , �tc) f 2(�t . ) ] d�tc,

     B
v

r ( s ,�t ) = Q
+ ]

- ]
[ B

v1D
r ( s ,�t ) f 1(�tc) + B

v2D
r ( s, �tc) f 2(�tc) + B

v3D
r ( s ,�t ) f 3(�tc) ] d�tc# 

求出以上各式后,再考虑具体的激光束和表面横载的时间空间分布, 对其进行 Hankel逆

变换,即可求得

      

�T (�r , �z , �t ) = Q
]

0
s�T ( s, �z , �t ) J0( s�r )ds ,

�w (�r , �t ) = Q
]

0
s�w ( s , �t ) J0( s�r )ds ,

Br (�r ,�t ) = Q
]

0
sB

v

r ( s, �t ) J1( s�r ) ds# 

(6)

本示例计入了弯曲运动的剪切变形效应、旋转惯性效应和挤压效应,结果( 6)可用于分析

这些效应对板运动的影响规律,也可用于计算分析激光热能沉积下板的空间加热和表面喷溅

冲量横向作用下的整体热动力响应规律# 

应用传统方法对( 4)式求解,也可得到与本文( 6)相同的结果# 但由于非齐次项形式的多

样性,较本文方法势必要大大增加工作量# 本文方法还具有求解步骤规范的优点,更减少了问

题求解的难度# 

3  小   结

本文提出并证明了一类非齐次线性微分方程组的一个积分解法,并将其应用于无限大厚

板在激光辐照和横载联合作用下的热弹性弯曲响应问题的求解, 其结果可供进一步的理论分
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析应用# 求解过程显示本文方法具有规范、简明的特点# 
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A Solving Method for a System of Partial Differential

Equations With an Application to the Bending

Problem of a Thick Plate

Yin Yihui,  Chen Gang,  Chen Yuze
( In stitut e of Str uctura l Mechan ics , CAEP , P . O . Box , 919_401,

Mian yan g , Si chu an 621900, P R Chin a )

Abstract: A theorem of solving a system of linear non- homogeneous differential equations through

integrating and adding its basic solutions is put forward and proved, the mathematical role and physical

nature of the theorem is interpreted briefly. As an example, the theorem is applied to solve the prob-

lem of thermo- force bending of a thick plate.

Key words: partial differential equations; integrating method; thick plate; thermo- force bending
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