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具有波阻抗不连续特性的粘弹性
介质中的逆散射问题
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摘要:  在时间域内讨论了粘弹性介质的逆散射问题,其中粘弹性介质的波阻抗在远离入射波作

用面一侧的交界面上是不连接的# 介质的散射算子,传播算子所满足的微分积分方程可以用来反

演未知的粘弹性介质的松弛模量,文中给出的反演过程只须利用介质层一侧的反射算子在一个走

时来回的时间内的实验测量数据# 最后,给出了数值算例,计算结果表明, 利用方法可以较准确的

反演得到材料松弛模量# 

关  键  词:  粘弹性介质;  逆散射;  反演过程;  Volterra 积分方程;  松弛模量;  一个走时

来回;  数值算例
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引   言

利用散射实验测量得到的数据反演介质的材料参数是许多实际工程问题的重要理论基

础,例如通过散射电磁波确定材料的导电率, 磁感应参数, 以及对地下油气田的勘探和无损探

伤等问题都涉及逆散射问题的求解# 以往许多工作[ 1~ 4]虽然给出了一些反演介质材料参数的

过程,但是在某些情况下,这些工作不适合于实际问题的应用,例如介质特性变化连续,没有间

断点,或者要求散射数据在整个时间区域上都为已知等# 这些情况对材料的特性要求很高,适

用范围窄,并且所需的实验工作量大,时间长# 

本文考察了粘弹性介质中的逆散射问题,其中粘弹性介质的波阻抗在远离入射波作用面

一侧的交界面上是不连续的# 对这种问题,我们给出了一种新的反演材料松弛模量的过程# 

这种过程仅要求实验提供介质层一侧的反射波在一个走时来回时间内的数据,就可以确定材

料函数在任意时刻的值# 这种方法要求的数据量小,实验时间短,因此更适合于实际问题的应

用# 

本文给出的反演过程同样适用于介质的波阻抗连续的情形, 因此本文推广了以往反演粘

弹性材料松弛模量的工作# 文中最后给出了数值计算结果, 并与以前的工作[ 3~ 4]进行了对
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比# 

1  逆散射问题的描述

如图 1所示,假设有散射体占据区域 0 < x < L ,介质的本构方程为[ 5]

  R( x , t ) = ( G1(0) + G1t ( t )* )
5 u
5x

( x , t ) , (1)

图  1

其中 G1( t ) 为散射体的松弛模量, R( x , t ) , u ( x , t ) 分别为应力与

位移分量,下标 t 表示对时间的微分, * 表示卷积,散射体的密度

为 Q1, 则波阻抗为 Z1 = Q1G1(0) ,假设散射体两侧是均匀的弹

性介质,波阻抗分别为 Z 0, Z2# 假设一右行波在区域 x < 0中传

播,并于 t = 0时刻作用于交界面 x = 0上,并且散射体的波阻抗

满足 Z0 = Z1, Z1 X Z2也就是说,散射体的波阻抗在远离入射作

用面一侧的边界上是不连续的# 如果假设散射体在入射波作用

于交界面 x = 0前是静止的,即

  u( x , t ) = 0,
5u
5t

( x , t ) = 0, R( x , t ) = 0   (- ] < t < 0)# (2)

则在本文中我们将说明利用实验测量到的区域 x < 0中的反射波便可以反演未知的材料松弛

模量 G1( t ) # 

2  基本物理方程

散射体内的运动方程为
[ 5]

  Q1
52

u ( x , t )

5 t
2 =

5
5x

( G1(0) + G1t ( t ) * )
5u
5x

( x , t ) # (3)

定义函数[ 4]

  u
?

( x , t ) =
1
2

u( x , t ) º 1
Z1Q

t

0
R( x , s) ds # (4)

引入散射体的反射算子�R2( x , t ) 与透射算子�T2( x , t ) , 分别满足[ 4]

  u
-

( x , t ) = �R2( x , t ) u
+

( x , t ) =

r2( x ) u
+

x , t -
2( L - x )

c1
+ R2( x , t ) * u

+
( x , t ) , (5a)

  u
+

L , t +
L - x

c1
= �T2( x , t ) u

+
( x , t ) =

S2( x ) [ 1+ T 2( x , t )* ] u
+

( x , t ) , (5b)

其中 c1 =
G1(0)

Q1
为波速, R2( x , t ) , T 2( x , t ) 为反射核与透射核, r 2( x ) , S2( x ) 满足

  
r2( x ) =

Z1- Z2

Z1+ Z2
exp

h(0)
c1

( L - x ) ,

S2( x ) =
2Z1

Z1+ Z2
exp

h(0)
2c1

( L - x ) # 
(6)

反射核 R2( x , t ) 所满足的微分积分方程分别为

  2c1
5R2

5x
- 4

5R2

5 t
-

5
5 t

[ (1- R2* ) (1 - R2* ) h] - H t -
2( L - x )

c1
#
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      2r2( x )
5
5 t

[ h* R2- h] x , t -
2( L - x )

c1
= 0, (7a)

  R2( x , 0) = -
1
4

h (0) , R 2( L , t ) = 0, (7b)

其中 h( t ) 为 G1( t ) 的预解核,满足[ 6]

  ( G1(0) + G1t ( t )* ) h( t ) = G1t ( t )# (8)

反射核 R2( x , t ) 沿特征线 #1: t =
2( L - x )

c1
的间断值为

  DR 2( x , t ) t = 2( L- x )
c
1

=
h(0)
4

(1- r
2
2( L ) ) +

r 2( L )

c1
1
4

h
2
(0) +

h t (0) ( L - x ) # exp
h(0)

c1
( L - x ) # (9a)

沿特征线 #2: t =
4( L - x )

c1
的间断值为

  DR 2( x , t ) | t=
4(L- x )

c
1

=
1
4

h(0) r
2
2( x )# (9b)

透射核 T 2( x , t ) 所满足的微分积分方程为

  2c1
5T 2

5x
+

5
5t

[ (1 - R2* ) (1+ T 2* ) h] - h(0) T 2-

      H t -
2( L - x )

c1
r 2( x )

5
5 t

( h + T 2* h) x , t -
2( L - x )

c1
= 0, (10a)

  T 2( x , 0) =
1
2c1

1
4 h

2
(0) + h1(0) ( L - x ) -

h(0)
4 r 2( L )# ( 10b)

透射核 T 2( x , t ) 沿特征线 #1: t =
2( L - x )

c1
的间断值为

  DT 2( x , t ) | t =
2( x

1
- x )

c
1

=
1
4

h(0) r 2( x )# (11)

为了进一步讨论松弛模量的反演过程, 我们首先引入散射体的传播算子 �W2( x , t ) 与

�V2( x , t ) ,它们用来将散射体的入射波与反射波用透射波表示,即

  u
+

( x , t ) = �W2( x , t ) u
+ L , t +

L - x
c1

=

S- 1
2 ( x ) (1+ W2( x , t )* ) u

+ L , t +
L - x

c1
, (12a)

  u
-

( x , t ) = �V2( x , t ) u
+

L , t +
L - x

c1
=

r2( x ) S- 1
2 ( x ) (1+ W2* ) u

+
L , t -

L - x
c1

+

S
- 1
2 ( x ) V2( x , t )* u

+
L , t +

L - x
c1

# ( 12b)

其中 W2( x , t ) 与 V2( x , t ) 为相应的传播核# 事实上, 方程( 12a) , ( 12b)是利用方程( 5a)与

( 5b)计算得到的, 同时还可得到下述关系式

  T 2( x , t ) + W2( x , t ) + T 2( x , t )* W2( x , t ) = 0, (13a)

  V2( x , t ) = R 2( x , t ) + R2( x , t )* W2( x , t )# ( 13b)

下面我们利用方程( 7) ~ ( 13)推导 W2( x , t ) , V 2( x , t ) 所满足的微分积分方程# 

首先对方程( 13a)两边关于 x 微分,并将 ( 10a) , ( 13a)代入所得方程可得
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  2c1
5W2( x , t )

5x
= (1+ W2( x , t )* ) [ ht ( t ) - h(0) R2( x , t ) -

ht ( t )* R 2( x , t ) ] + H t -
2( L - x )

c1
# S2( x ) (1+

W2( x , t )* ) [ h(0) W2( x , t ) - h t ( t ) ]# (14)

利用方程( 13a)还可以确定传播核 W2( x , t ) 沿特征线 #1: t =
2( L - x )

c1
的间断值

  DW2( x , t ) | t = 2( L- x )
c
1

= -
1
4

h(0) r2( x )# (15)

以及

  W2( L , t ) = 0,

  W2( x , 0) =
h(0)
4

r2( L ) -
1
2c1

1
4

h
2
(0) + ht (0) ( L - x )# (16)

显然方程( 14)建立了传播核 W2( x , t ) 与反射核 R2( x , t ) 之间的直接关系# 

对方程( 13b)两边分别关于 x , t 求导,合并所得方程,并利用 ( 7a) , ( 14)可得

  2c1
5 V2( x , t )

5x
- 4

5 V2( x , t )

5t
= ht ( t ) + ( h(0) + h t ( t )* ) W2( x , t ) -

      ( 2h (0) + ht ( t ) * ) V 2( x , t ) + H t -
2( L - x )

c1
#

      r 2( x ) [ (1 + W2( x , t )* ) ( h(0) V2( x , t ) - ht ( t ) ) ]# 

同时利用( 13b)还可以确定传播核 V 2( x , t ) 沿特征线 #1: t =
2( L - x )

c1
与 #2: t =

4( L - x )
c1

的

间断值

  DV2( x , t ) | t = 2( L- x )
c
1

=
h(0)
4 (1- r

2
2( L ) ) +

r 2( L )

c1
1
4 h

2
(0) +

h t (0) ( L - x ) # exp
h(0)

c1
( L - x ) , (18a)

  DV2( x , t ) | t =
4( L- x )

c
1

=
1
4

h(0) r
2
2( x )# ( 18b)

并且有

  V2( x , 0) = -
1
4

h(0) , V2( L , t ) = 0# (19)

至此我们得到了传播核 W2( x , t ) , V2( x , t ) 所满足的微分积分方程,当粘弹性材料的松弛

模量已知时, 通过方程(7) ~ (9) ,我们可以计算得到反射核 R2( x , t ) ,然后由方程(14) ~ (19)

可以确定传播核 W2( x , t ) , V2( x , t ) ;当材料的松弛模量未知时,则可以利用反射核 R2( x , t ) ,

传播核 W2( x , t ) 与 V2( x , t ) 所满足的方程(7) ~ (9) 与( 14) ~ (19) 来反演松弛模量# 

3  反演散射体的松弛模量

在这一节中我们将给出一种反演粘弹性散射体的松弛模量的过程# 为此假设通过散射实

验已经确定了反射核 R2(0, t ) 在一个走时来回的时间(即0 [ t [ t 1= 2L / c1) 内的数据,我们

给出了关于反演散射体松弛模量 G1( t ) 的如下步骤# 

第一步:利用 R 2(0, t ) (0 [ t [ t 1) 确定 h( t ) (0 [ t [ t 1) # 

当 t [ t 1时,即在散射体中一个走时来回时间之内,由于右边界 x = L 产生的反射波还未
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作用至左边界 x = 0上, 因此,反射核 R2( x , t ) 在 t [ t1时与 x 无关,即 R2( x , t ) = R2(0, t )# 

在(7a) 中令 x = 0,并对时间 t积分可得

  4R 2(0, t ) + (1 - R2(0, t )* ) (1- R2(0, t )* ) h( t ) = 0   ( t [ t 1)# (20)

此方程为关于 h( t ) 的第二类 Volterra 积分方程, 当 R 2(0, t ) 已知时, 可求解确定材料函数

h ( t ) , ( t [ t 1) # 

第二步: 当 h ( t ) ( t [ t1) 已知后,求解散射问题,即利用(7) ~ ( 9) , (14) ~ (19) 计算反射

核 R 2( x , t ) 与传播核 W2( x , t ) 和 V2( x , t ) 在0 [ x [ L , t [ t 1区域上的值# 然后利用 h( t )

与 R2( x , t ) ( t [ t 1) 以及方程(7) ~ (9) 可以进一步确定反射核 R2( x , t1+ $t ) 的值,其中 $t

为沿 t 轴的步长# 

第三步:利用 R 2( x , t ) , W2( x , t ) 与 V 2( x , t ) 确定 h t ( t ) ( t > t 1) # 

联立方程( 13b) , ( 14) , ( 17)可以得到关于 W2( x , t ) , V2( x , t ) 与 ht ( t ) 的方程组,令 t = t 1

+ $t ,并利用梯形法则离散所得方程组,则此方程组成为关于 W2( x , t 1+ $t ) , V2( x , t 1+ $t )

与 h t ( t1+ $t ) 的线性代数方程组,求解可以确定 W2( x , t 1+ $t ) , V2( x , t1+ $t ) 与 ht ( t 1+ $t )

在0 [ x [ L 上的值# 

当 h t ( t 1+ $t ) 被确定后,利用(7) ~ (9) ,求解散射问题可计算得到 R2( x , t1+ 2$t ) ,如此

重复,直到确定所有的 ht ( t ) ( t > t 1) # 

第四步:利用 h( t ) 反演松弛模量 G1( t ) # 

对方程( 8)两边关于 t积分可得关于G1( t ) 的第二类Volterra积分方程

  G1( t ) - G1( t )* h( t ) = G1(0)   ( t \ 0)# (21)

当 h ( t ) 已知时,此方程可用来求解松弛模量 G1( t ) # 

至此,我们给出了松弛模量 G1( t ) 的反演过程,此过程的已知数据只是反射核 R 2(0, t ) 在

一个走时来回时间内(即 0 [ t [ t 1) 的数据,显然这种反演方法对实验数据量的要求很小,更

适合于实际问题的需要# 

从方程( 6)可以看出,当散射体的波阻抗在交界面 x = L 上连续时,即 Z1 = Z2,则有

  r2( x ) = 0, S2( x ) = exp
h(0)
2c1

( L - x ) # (22)

此时文中的方程均退化为[ 3, 4]中所得到的结果, 因此, 本文的结果推广了以往反演松弛模量

的方法# 

另外,我们还可注意到反射核 R2(0, t ) 在 t = t1时刻存在间断值# 如果利用散射实验给

出了此间断值,则散射体在交界面 x = L 上的介质特性也可以被确定,即当区域 x > L中的弹

性介质的波阻抗 Z2未知时,利用反射核 R2(0, t ) 在 t = t 1时刻的间断值确定散射体在交界面

x = L 上的波阻抗是否连续,并确定 Z 2的值# 事实上,由[ 4] ,当散射体在交界面 x = L 上的

波阻抗连续时, 反射核沿特征线 #1: t =
2( L - x )

c1
的间断值为

  DR ( x , t ) | t = 2( L- x )
c
1

=
1
4

h(0) exp
h(0)

c1
( L - x ) , (23)

其中 R ( x , t ) 为此时介质的反射核# 令 x = L ,比较(23) 与(9a) ,可以看出两种情形下反射核

的间断值不同, 并且两个间断值的差只与 r 2( L ) 有关, 利用 r2( L ) =
Z1- Z2

Z1+ Z2
可以确定波阻抗

Z2 的值,在下面一节给出的数值算例中体现了这一特性# 
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4  数 值算 例

例 1  假设散射体的松弛模量为

  G1( t ) = 614 @ 10
11

+ 2 @ 10
10
exp(- 2 @ 10

5
t ) g cm

- 1
s
- 2

(24)

1: Z1 X Z2, 2: Z1 = Z2

图 2  反射核 R2(0, t) ,传播核 W2( 0, t) 与 V2 (0, t )

1:初始给定, 2: 反演结果

图 3  松弛模量

密度与层厚分别为

  Q1 = 115g cm
- 3

, L = 2cm# (25)

此时散射体的波阻抗为 Z1= 9195 @ 105g cm- 2s- 1# 假设

区域 x > L 中弹性介质的波阻抗为Z2 = 13145 @ 105g

cm- 2s- 1
, 则 r2( L ) = - 0115, S2( L ) = 0185, 求解散射问

题(7) ~ (9) , 可以确定反射核 R 2(0, t ) , 如图 2( a) 所

示# 求解散射问题(14) ~ (19) ,可以确定传播核 W2(0,

t ) 与 V 2(0, t ) , 如图 2( b) , ( 2c)所示# 

截取 R2(0, t ) (0 [ t [ t 1 = 6 @ 10- 6s) 的数据作为

通过散射实验获得的测量结果,利用本文给出的反演过

程计算得到的松弛模量 G1( t ) 如图 3所示# 

1: Z1 X Z2, 2: Z1 = Z2

图 4  反射核 R2(0, t) ,传播核 W2( 0, t) 与 V2 (0, t )

如果选取区域 x > L中弹性介质的波阻抗满足Z1= Z2= 9195 @ 105g cm- 2s- 1
,则有 r 2( L )

= 0, S2( L ) = 1,此时计算得到的反射核见图 2( a) # 

例 2  假设散射体的松弛模量为
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  G1( t ) = 714 @ 1011+ 2 @ 1010exp(- 715 @ 105 t ) g cm- 1s- 2
(26)

1:初始给定, 2: 反演结果

图 5  松弛模量

密度为 Q1 = 211g cm- 3
, 层厚度为 L = 2cm, 此时散射体

的波阻抗为

  Z1 = 12163 @ 10
5
g cm

- 2
s

- 1
(27)

选取 Z2= 7138 @ 105g cm- 2s- 1
, 则 r 2( x 1) = 0126, S2( x 1)

= 1126,计算可得到反散核 R 2(0, t ) ,如图 4( a) 所示,传

播核 W2(0, t ) 与 V2( x , t ) 分别如图(4b) , (4c) 所示# 如

果选取 Z2 = Z1 = 12163 @ 105g cm- 2
s
- 1

,则 r 2( x 1) = 0,

S2( x 1) = 1, 计算得到的反射核如图 4( a) 所示# 

截取 R 2(0, t ) , 0 [ t [ t1 = 4 @ 10- 6
s作为通过散射

实验获得的测量数据,利用文中给出的方法反演得到的

松弛模量 G1( t ) 如图 5所示# 

从图 3,图 5可以看出,利用本文所给的方法反演得到的松弛模量与初始给定的材料松弛

量吻合很好# 在这里,我们没有考虑数据噪声对反演结果的影响# 
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Abstract: In this paper, the inverse problem for the viscoelastic medium is investigated in the time

domain, in which the wave impedance of the medium is discontinuous at the rear interface. The dif-

ferentio_integral equations governing the behavior of the scattering and propagation operators are ut-i

lized to reconstruct the relaxation modulus of the viscoelastic medium. A new approach, in which on-

ly the one_side measurement reflection data for one round trip through the viscoelastic layer, is deve-l

oped. The numerical examples are given at the end of the paper. It is shown that the curves of the re-

constructed moduli coincide very well with the original relaxation moduli.

Key words: viscoelastic medium; inverse scattering; inversion procedure; Volterra integral equation;

relaxation modulus; one round trip; numerical examples
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