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有限变形非对称弹性理论变分原理
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摘要:  应用有限变形 S_R 分解定理,将体力矩重新定义为内外两种体力矩之和,给出了相应的变

形能增率表达式及其物理意义,并进一步补充和完善了有体力矩作用下的有限变形力学的功率变

分原理和余功率变分原理# 
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引   言

目前在非线性连续体力学理论中关于有限应变与局部转动有多种定义方式# 基于 Green

应变张量的经典非线性理论缺乏和应变相协调的有限转动定义, 极分解定理由于分解的非唯

一性而不实用# 1979年, 陈至达教授采用拖带坐标系描述法, 在张量分析和微分变换群等数

学理论的基础上,建立了全新的有限变形 S_R 分解理论[ 1, 2] , 并以此为基础, 确立了与之对应

的理性力学新体系# 该理论已成功地应用在固体力学、岩石力学、粘弹性力学、断裂力学、生物

力学以及其它许多领域中# 

非线性弹性力学问题分为材料的物理非线性和变形的几何非线性# 在几何非线性问题

中,若考虑体力矩,则称为有限变形非对称弹性力学问题[ 3]# 在本文中, 我们应用 S_R分解定

理,采用拖带坐标系描述法,把体力矩定义为内外两种体力矩之和, 并由此给出变形能增率表

达式,补充并完善了有体力矩作用下的有限变形力学的功率变分原理和余功率变分原理# 

1  有限变形力学中变形体的能量定律

应用热力学第一定律,可以证明变形体中的内能增量 ÛU等于变形能的增量ÛW与热量的增
量ÛQ 之和,即 ÛU = ÛW+ ÛQ # 

设已知作用在变形体的外力有表面力 p (力 / 单位面积) ,体力 q(力 / 单位质量) , 电磁场

或其它外场产生的体矩 m
( E)

(力矩 / 单位质量)# 在拖带坐标系中,以 da指界面的微元面积,以

d 8 指微元体积, Q指单位体积的体矩(变形位形中)# 变形体中任一点的速度为 V,则外力功

率可表示为 :
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  ÛW = RS
( p # V) da + Q8

q # Vd 8 + Q8
Qm

( E )

# LÛ( d 8 , ( 1)

上式积分号下的 S 指面积, 8 指体积# 

将 p = Rijgj ni 代入( 1) 式,并应用散度定理,可以得到 :

  RS
( p # V) da = RS

( R
ij
gj # Vl g

l
) nid a = RS

( R
ij
Vj ) nida =

Q8
( R

ij
Vj )

i
d 8 = Q8

R
ij + iVj + R

ij
( Vj + i ) d 8# ( 2)

而体矩 m
( E)

的功率用分量可以表示为 :

  m
( E)

# L = m
( E)

k
Lk =

1
2
Ek ij

mijL k =
1
2

m
( E)

ijL
ij

=
1
2

m
( E)

i#
#jL

# j
i## ( 3)

因此式( 1)可写为

  ÛW = Q8
( Ri#

#j + i + qj ) V
j d 8 + Q8

Ri#
#jV

j + id 8 + Q8

1
2
Qm

( E)
i#
#jL

#j
i# Û( d 8# ( 4)

将运动方程[ 1]

  QWj = Ri## j + i + qj

代入上式,则式( 4)的第一项可写为:

  Q8
( Ri## j + i + qj ) V

j d 8 = Q8
QWj V

j d 8 =
5
5 tQ8

1
2
QVj V

j d 8 = ÛK

以上证明中利用了 Qd 8 在拖带系微元体积等于常数的关系 # ÛK 为变形体宏观动能的增
率,以变形后的体积计# 

又利用公式
[ 1]   V

j + i = L
#j
i#Û( + ÛSj

i

因此式( 4)中的第二项可写为:

  Q8
R

i#
#j V

j +id 8 = Q8
R

i#
# j ( L

#j
i# Û( + ÛS j

i ) d 8 = Q8
R

i#
#j
( a)

L
#j
i#Û( d 8 + Q8

R
i#
#j
( s)
ÛS j

id 8, ( 5)

在一般情况下, 为计算方便,我们将非对称应力张量分解为对称与反对称部分, 即

  Ri#
#j =

1
2

( Ri##j + Ri#
T

#j ) +
1
2

( Ri##j - Ri#
T

#j ) S Ri#
#j
( s)

+ Ri##j
( a)

, ( 6)

其中应力下标 ( s)、( a) 分别指对称和反对称分量, 对称应力和反对称应力分别与应变和整旋

共轭# 对称部分使形变体发生形变,而反对称部分使其转动# 

将式( 5)、( 6)代入式( 4)可得到:

  ÛW = ÛK + Q8

1
2 Qm

( E)
i#
#jL

#j
i# Û( d 8 + Q8

R
i#
#j
( a)

L
# j
i# Û( d 8 + Q8

R
i#
#j
( s)
ÛS j

id 8, ( 7)

如果我们定义 m
( I)

表示物体内部产生的体矩,则物体所受总体矩 m 可表示为 :

  m = m
( E)

+ m
( I)

, ( 8)

其中 m
( I)

是由于非局部效应产生的体矩# 

代入动量矩平衡方程( 1)得到:

  Ri#
#j - R#i

j# + Q m
( E)

+ m
( I)

i#
#j = 0# ( 9)

将( 9)式代入( 7)式得:

  ÛW = ÛK + Q8

1
2
Qm

( E)
i#
#jL

#j
i# Û( d 8 + Q8

R
i#
#j
( a)

L
# j
i# Û( d 8 + Q8

R
i#
# j
( s)
ÛSj

id 8 =
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ÛK - Q8

1
2
Qm

( I)
i#
#jL

#j
i# Û( d 8 + Q8

Ri##j
( s)

ÛS j
id 8 =

ÛK + ÛW( I)
m

+ ÛWs = ÛK + ÛW# ( 10)

这时由上式我们对变形能增率 ÛW加以定义 :

1)  当没有外加体矩 m
( E)

作用时

  ÛW= ÛWs + ÛWa = Q8
Ri##j

( s)
ÛSj

id 8 + Q8
Ri## j

( a)
L

#j
i# Û( d 8, ( 11)

其中

  ÛWa = Q8
Ri#

# j
( a)

L
# j
i# Û( d 8   (内力矩整旋能增率) , ( 11)c

  ÛWs = Q8
R

i#
#j
( s)
ÛSj

id 8   (应变能增率)# ( 11)d

如应力为对称的,则( 11)c式为零# 

2)  当有外加体矩 m
( E)

作用时

  ÛW= ÛWs + ÛW( I)
m

= Q8
Ri#

#j
( s)
ÛS j

id 8 - Q8

1
2
Qm

( I)
i#

# jL
#j
i# Û( d 8 , ( 12)

其中

  ÛW( I)
m

= - Q8

1
2
Qm

( I )
i#
#jL

#j
i# Û( d 8   (体矩产生的整旋动能增率) , ( 12)c

  ÛWs = Q8
Ri##j

( s)

ÛSj
id 8   (应变能增率)# ( 12)d

ÛW(I )
m

为有体矩 Qm 作用时,引起的整旋动能增率# 

将( 10)式代入能量守恒定律

  ÛK + ÛU = ÛW + ÛQ ,

便得到内能增率为

  ÛU = ÛW+ ÛQ, ( 13)

所述定理得证# 这里证明的定律, 多考虑了非对称应力所引起的内能增加# 

2  有限变形力学的变分原理

当变形微小时, 我们不考虑位形变动对应力作用的影响, 同时假设体积变动略而不计,

因此采用现行的各种描述法所得到的结果, 略去高阶效应后, 看不到有何差别# 但当变形与

转动为任意大时, 就应采用拖带系描述法# 因为拖带系是嵌含在变形体中, 随变形体运动,

拖带坐标面所分割的微元体在整个运动过程中都包含同一质量, 虽然微元体的形状与体积有

改变, 但质量始终是守恒的# 因此用拖带系描述法建立有限变形大转动时的能量原理是合理

的方法# 

变形体力学的能量原理指明: 外力和体力作用于变形体的功等于动能和变形能的增量,即

ÛW = ÛK + ÛW,下面分两种情况来讨论 :

211  外加体矩不存在时  能量原理可表示为:

  ÛK + ÛW= RS
p # Vd a + Q8

q # Vd 8# ( 14)

其中 p 为表面力, q 为体力, ÛK 为动能增率, ÛW为变形能的增加率# 这时
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  ÛW= ÛWs + ÛWa = Q8
R

i#
#j
( s)
ÛSj

id 8 + Q8
R

i#
#j
( a)

L
#j
i# Û( d 8# ( 15)

从这个关系出发就可以建立不考虑外加体矩作用时有限变形力学的功率变分原理和余功

率变分原理# 

物体运动的每一瞬时,上式所表达的能量关系成立# 假设某一瞬时,运动达某一状态# 我

们以此状态为基准, 比较一切可能存在的无穷小相邻状态# 

假设在变形后的位形中, 保持力的大小与方向不变,而给速度、角速度和应变速率一虚变

动,且假定这些虚变动满足协调条件:

  DÛS j
i = DV

j + i - D( L
#j
i# Û( )# ( 16)

又在表面 S u上,虚速度和已知速度相容,而在 S p上, 力给定为 p, 即

  在 Su 上: V = �V, DV = 0;在 Sp 上: p = �p# (17)

则有下列变分原理成立: 在一切满足速度、角速度和应变速率协调条件及速度的表面条件

的可能形变状态中, 真实应力状态满足运动方程和表面力条件, 使得泛函 ÛJ 取驻值,DÛJ = 0

  ÛJ = ÛK + ÛW- RS
p

p # Vda - Q8
q # Vd 8# ( 18)

其次,如果虚变动的不是位移速度而是力的量,也可以证明余功率原理# 

上述定理为不考虑外加体矩作用时的有限变形功率变分原理和余功率变分原理# 详细证

明参见文献[ 5]# 

212  有外加体矩作用时  能量原理可表示为:

  ÛK + ÛW= RS
(p # V) da + Q8

q # Vd 8 + Q8
Qm

( E)

# LÛ( d 8# 

这时变形能增率 ÛW可表示为 :

  ÛW= Q8
Ri## jDÛS j

id 8 - Q8

1
2
Qm

( I )
i#
#jD( L

#j
i#Û( ) d 8# ( 19)

则有下列变分原理成立: 在一切满足速度、角速度和应变速率协调条件和速度的表面条件

的可能形变状态中, 其真实应力状态满足动量方程、力矩应力平衡方程以及表面力条件, 使得

下列泛函 ÛJ 取得驻值,即 DÛJ = 0

  ÛJ = ÛK + ÛW- RS
( p # V) da - Q8

q # Vd 8 - Q8
Qm

( E)

# LÛ( d 8, ( 20)

证明:

  DÛJ = DÛK + Q8
Ri#

#j DÛSj
id 8 - Q8

1
2
Qm

( I )
i#
#jD( L

#j
i# Û( ) d 8 - RS

(p # DV) da -

Q8
q # DVd 8 - Q8

Qm
( E )

# D( LÛ( ) d 8# ( 21)

由于

 Q8
Ri#

#j DV
j + id 8 = Q8

( Ri## jDV
j
) + id 8 - Q8

Ri#
#j + iDV

j d 8 =

QS
u
+ S

p

Ri#
#j DV

j
n ida- Q8

Ri#
#j + iDV

j d 8 = QS
p

P j DV
j da - Q8

Ri## j + iDV
j d 8# 

上式最后积分中,由于在 Su 上 V 给定,故该部分积分值为零# 

再则
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  Ri#
#jL

# j
i# = RijL ij = - Rij

Lji = - RjiL ij = - R# i
j# L

# j
i# ,

故有

  R
i#
#jL

# j
i# =

1
2 ( R

i#
#j - R

L# i
j# ) L

#j
i## 

由此知

  Q8
Ri##j D( L

# j
i# Û( ) d 8 = Q8

1
2

( Ri#
#j - R#i

j# ) D( L
#j
i# Û( ) d 8 ,

综上可以证明

  Q8
Ri##j DÛS j

id 8 = Q8
Ri#j#D( V

j + i - L
# j
i# Û( ) d 8 =

      QS
p

Pj DV
j da - Q8

Ri#
#j + i DV

j d 8 -
1
2Q8

( Ri##j - R# i
j# ) D( L

#j
i# Û( ) d 8,

而    m
( E)

# L = m
( E)

k
Lk =

1
2
Ekij

m
( E)

ijLk =
1
2

m
( E )

ijL
ij

=
1
2

m
( E)

i#
# jL

#j
i# ( 22)

将以上结果代入式( 21) ,得到

  DÛJ = QS
p

( P j - �P j ) DV
j
da + Q8

( QWj - R
i#
# j + i - qj )DV

j
d 8 -

1
2Q8

( R
i#
#j - R

#i
j# ) + Q( m

i#
( I )

#j + m
i#
(E )

#j ) D( L
#j
i# Û( ) d 8

由于

  m
i#
# j = m

i#
( I )

#j + m
i#
(E )

#j ,

则上式可写为

  DÛJ = QS
p

( P j - �P j ) DV
j
da + Q8

( QWj - R
i#
# j + i - qj )DV

j
d 8 -

1
2Q8

[ ( Ri#
#j - R# i

j# ) + Qmi#
#j ] D( L

#j
i# Û( ) d 8# 

上式中如应力状态满足:

1)  动量方程;

2)  力矩应力方程;

3)  表面上给定力的条件# 

则有 DÛJ = 0,即为所求证# 

其次,假使当形变达到某一状态时,虚变动的不是位移速度而是力的量, 也可以证明余功

率原理# 

上述定理为不考虑外加体矩作用时的有限变形功率变分原理和余功率变分原理# 

综上所述, 我们进一步补充、完善了有限变形功率变分原理和余功率变分原理# 它们适用

于运动过程的每一瞬态# 

3  结  束  语

本文采用拖带坐标系描述法, 应用有限变形 S_R分解定理,将体力矩重新定义为内外两种

体力矩之和,给出了变形能增率的表达形式, 并补充推导了有体力矩作用下的有限变形功率变

分原理和余功率原理,为有限变形力学的非线性有限元分析做了准备,同时也为解决工程实际

中的大变形和大转动问题提供了理论基础# 
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Variational Principles of Asymmetric Elasticity

Theory of Finite Deformation

Song Yanqi,  Chen Zhida

( Mechanics Depar tm ent , Chin a Univ er sity of Mining and

Technolo gy , Beijin g Cam pus , Beijing 100083, P R China )

Abstract: In this paper, based on the finite deformation S_R decomposition theorem, the definition of

the body moment is renewed as the sum of its internal and external. The expression of the increment

rate of the deformation energy is derived and the physical meaning is clarified. The power variational

principle and the complementary power variational principle for finite deformation mechanics are sup-

plemented and perfected.

Key words: body moment; deformation energy; finite deformation; variation principle
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