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摘要:  微分求积法( DQM)能以较少的网格点求得微分方程的高精度数值解, 但采用单纯的微分

求积法求解二维不可压缩 Navier_Stokes 方程时, 只能对低雷诺数流动获得较好的数值解, 当雷诺数

较高时会导致数值解不收敛# 为此,提出了一种微分求积法与迎风差分法混合求解二维不可压缩

Navier_Stokes方程的预估_校正数值格式,用伪时间相关算法以较少的网格点获得了较高雷诺数流

动的数值解# 作为算例,对 1B1和 1B2驱动方腔内的流动进行了计算,得到了较好的数值结果# 
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引   言

由R. Bellman[ 1, 2]提出的微分求积法( DQ方法)已经被成功地用于求解工程和物理学中的

许多问题# 由于在 DQ方法中使用了全部节点的信息拟合节点的各阶导数, 因而仅使用较少

的网格点就能获得很高精度的数值解# [ 3]认为这种方法将发展成为象有限差分法和有限元

法那样的数值求解各种微分方程的常用技术# 

微分求积法也被用于求解流体力学问题[ 4, 5, 6]# [ 4]中对低雷诺数 ( Re = 25) 的圆柱绕流

问题讨论了涡度_流函数形式的二维不可压缩 Navier_Stokes 方程, 对空间变量的导数使用 DQ

方法进行离散, 并用四阶Runge_Kutta方法求解所获得的常微分方程组# [ 6]中对较低雷诺数

( Re [ 400) 的驱动方腔内的流动问题将消去涡度后的流函数的四阶偏微分方程进行 DQ离

散, 并用 Newton_Raphson方法迭代求解所得到的非线性方程组# 然而当雷诺数较高时这些方

法都得不到满意的结果# 为了改进 DQ方法使之适用于高雷诺数的流动问题, 本文首先对驱

动方腔内的流动问题, 直接用DQ方法离散涡度_流函数形式的二维不可压缩 Navier_Stokes方

程# 数值试验表明, 对低雷诺数流动用很少的网格点即可获得令人满意的结果,而对高雷诺数

流动问题方法将失败,其原因在于当雷诺数很大时 Navier_Stokes 方程中的对流项将起重大作

用,而 DQ方法缺少一种迎风机制来恰当地描述这种对流性质# 为了克服这一不足之处, 本文

将迎风差分法引入到微分求积法中, 提出了一种混合型的 DQ方法# 实质上这种方法是一种
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预估_校正算法,涡度输运方程中的对流项预估时使用迎风差分离散,而校正时使用 DQ方法

离散# 采用这种方法我们对二维驱动方腔内的流动进行了数值计算,结果表明用较少的非均

匀网格点就可获得很好的数值计算结果# 

在第 1节中我们将简述 DQ方法的有关计算格式,第 2节中给出我们所使用的混合法的

基本格式并简要讨论这种格式的一些实现细节, 第 3节中给出了驱动方腔流动的具体数值计

算方法和结果# 数值试验表明,对高雷诺数问题, 我们仅用 15 @ 15非均匀网格所获得的数值

结果就能与[ 7]中用 129 @ 129网格的计算结果很好吻合, 表明了本文所提出的方法有更高的

计算效率# 

1  微分求积法

在微分求积法中,一个函数对于某个坐标变量的导数被表示为沿该坐标方向所有网格点

处函数值的线性组合# 考虑定义在矩形区域 0 [ x [ a, 0 [ y [ b 的函数f ( x , y ) ,分别在 x

方向和 y 方向置入N 和M个网格点, 于是在平行于 x 轴的任一直线y = yj 上, 函数 f ( x , y ) 在

网格点( x i , yj ) 处对于 x 的一阶和二阶偏导数近似地可写为

  f x( xi , yj ) = E
N

k= 1

A
( x )
ik f kj , f xx ( xi , yj ) = E

N

k= 1

B
(x )
ik f kj ,   ( i = 1, 2, ,, N ) , (1)

而在平行于 y 轴的任一直线x = xi 上,函数 f ( x , y ) 在网格点( x i , yj ) 处对于 y 的一阶和二阶

偏导数近似地可写为

  f y( xi , yj ) = E
M

l= 1

A
( y )
jl f il , f yy ( x i , yj ) = E

M

l = 1

B
( y )
jl f il ,   ( j = 1, 2, ,, M ) , (2)

这里 f ij = f ( xi , yj ) 而 A
( x )
ik 、B

( x )
ik 、A

( y )
j l 、B

( y )
jl 是加权系数# 

为了确定这些加权系数, 我们要选取一些测试函数,要求对这些测试函数( 1)和( 2)式能精

确成立# 这种测试函数最方便的选择是多项式# 当节点个数取定时,影响微分求积法精度的

另一个最重要因素是网格节点的选取# 在本文中我们使用如下的均匀和非均匀两类不同的网

格:

网格 Ñ:均匀网格

  x i =
( i - 1) a
(N - 1)

, yj =
( j - 1) b
( M - 1)

; (3)

网格 Ò:非均匀网格

  x i =
1- cos[ ( i - 1)P/ ( N - 1) ]

2
a, yj =

1- cos[ ( j - 1)P/ (M - 1) ]
2

b , (4)

其中 i = 1, 2, ,, N ; j = 1, 2, ,, M# 一些理论分析和数值试验都表明:非均匀网格的计算效

果明显好于均匀网格# 本文以下的计算中所使用的加权系数均由[ 4] 中给出的公式求得# 

2  微分求积法与迎风差分法混合求解二维
不可压缩 Navier_Stokes方程的数值格式
涡度_流函数形式的二维不可压缩 Navier_Stokes方程可写为

  Xt + uXx + vXy = ( Xxx + Xyy ) / Re, (5)

  7xx + 7yy = - X, (6)

其中 X是涡度, 7 是流函数, u = 7 y 和v = - 7x 是速度分量, Re 是雷诺数# 

方程( 5)是时间相关的,但对定常解有 Xt = 0# 若流动问题的边界条件是时间无关的,则
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定常解可以从方程(5)和(6)的解当 t y ] 时求得,这种方法称为伪时间相关算法# 本文采用

这种伪时间相关算法求方程(5) 和(6) 的定常解# 

现在考虑对方程( 5)和( 6)的离散# 设网格点为 ( xi , yj ) , i = 1, 2, ,, N ; j = 1, 2, ,, M# 

时间步长为 $t# 记 X( s)
ij 表示涡度 X( t , x , y ) 当 t = s$t , x = x i , y = yj 时的值# 为方便起

见,引用下述记号,令

  L
x
dq X

(s)
ij = E

N

k= 1
A

( x )
ik X

( s)
kj , L

xx
dq X

( s)
ij = E

N

k= 1
B

(x )
ik X

( s)
kj (7)

分别表示 Xx 和 Xxx 在网格点( xi , yj ) 的 DQ离散;

  L
y
dq X

(s)
ij = E

M

l= 1
A

( y )
jl X

( s)
il , L

yy
dq X

( s)
ij = E

M

l= 1
B

(y )
jl X

( s)
il (8)

分别表示 Xy 和 Xyy 在网格点( xi , yj ) 的 DQ离散;令

  Lx
uX

( s)
ij =

u
( s- 1)
ij + | u

( s- 1)
ij |

2

X
( s)
ij - X

(s)
i- 1, j

xi - x i- 1
+

u
( s- 1)
ij - | u

( s- 1)
ij |

2

X
( s)
i+ 1, j - X

( s)
i, j

xi+ 1- x i
, (9)

  L
y
v X

( s)
ij =

v
( s- 1)
ij + | v

( s- 1)
ij |

2

X( s)
ij - X( s)

i, j- 1

yj - yj- 1
+

v
( s- 1)
ij - | v

( s- 1)
ij |

2

X( s)
i , j+ 1- X( s)

i , j

yj+ 1 - yj
(10)

分别表示 uXx 和 vXy 在网格点( xi , yj ) 的迎风差分离散;令

  L
xx
dq 7

( s)
ij = E

N

k= 1
B

(x )
ik 7

( s)
kj , L

yy
dq 7

( s)
ij = E

M

l= 1
B

( y )
jl 7

( s)
il (11)

分别表示 7xx 和 7yy 在网格点( xi , yj ) 的DQ离散# 

现在,对方程( 5)和( 6)给出一种使用 DQ离散的数值格式# 

格式 Ñ:

  
X( s)

ij - X( s- 1)
ij

$t
+ u

( s- 1)
ij Lx

dqX
( s)
ij + v

( s- 1)
ij Ly

dq X
( s)
ij =

1
Re

[ Lxx
dq X

( s)
ij + Lyy

dq X
( s)
ij ] , (12)

  Lxx
dq 7

( s)
ij + Lyy

dq 7
( s)
ij = - X( s)

ij , (13)

其中 i = 2, 3, ,, N - 1; j = 2, 3, ,, M - 1# 

格式Ñ是一个隐格式,时间导数项采用简单的向后差分离散,空间导数项采用 DQ离散,

我们将得到两组线性方程组# 对( 12) ,由于边界上 X
( s)
的值是未知的,可先使用 X

( s- 1)
的边界

值近似代替,解此线性方程组可得到内点处的 X( s)值# 接着,可由(13) 解得内点处的 7 ( s)
,而

边界点处的 7 ( s) 通常是已知的# 最后,速度分量可由 u
( s)

= 7 ( s)
y 和v

( s)
= - 7 ( s)

x 计算# 涡

度边界值可由定义 X( s)
= v

( s)
x - u

( s)
y 计算# 

若引入 (N - 2) @ (M - 2) 维向量

  z
( s)
1 = ( X( s)

22 , X( s)
32 , ,, X( s)

N- 1, 2, ,, X( s)
2, M- 1, X

( s)
3, M- 1, ,, X( s)

N- 1, M- 1)
T
,

  z
( s)
2 = ( 7 ( s)

22 , 7 ( s)
32 , ,, 7 ( s)

N- 1, 2, ,, 7 ( s)
2, M- 1, 7

( s)
3, M- 1, ,, 7 ( s)

N- 1, M- 1)
T
,

可将方程组( 12)和( 13)改写为如下的矩阵形式:

  [ I + $tP
( s- 1)

] z
( s)
1 = z

( s- 1)
1 - $th

( s- 1)
, (12)c

  Qz
( s)
2 = - z

( s)
1 - g

( s)
, (13)c

这里 I 是(N - 2) @ (M - 2) 阶单位矩阵; P
( s- 1)

= ( p
( s- 1)
rc ) 和 Q = ( qrc ) 是(N - 2) @ ( M -

2) 阶方阵,

  p
( s- 1)
rc = Djl [ u

( s- 1)
ij A

( x )
ik - B

(x )
ik / Re] + Dik [ v

( s- 1)
ij A

(y )
jl - B

( y )
j l / Re] ,

  qrc = DjlB
( x )
ik + DikB

( y )
jl ;
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h
( s- 1)

= ( h
( s- 1)
r ) 和 g

( s)
= ( g

( s)
r ) 是(N - 2) @ ( M - 2) 维向量 ,

  h
( s- 1)
r = [ u

( s- 1)
ij A

(x )
i 1 - B

(x )
i1 / Re] X( s- 1)

1 j + [ u
( s- 1)
ij A

(x )
iN - B

( x )
iN / Re] X( s- 1)

Nj +

[ v
( s- 1)
ij A

(x )
j1 - B

( y )
j 1 / Re] X( s- 1)

i1 + [ v
( s- 1)
ij A

( x )
jM - B

( y )
jM / Re] X( s- 1)

iM ,

  g
( s)
r = B

(x )
i1 7 ( s)

1 j + B
( x )
iN 7 (s)

Nj + B
( y )
j 1 7 ( s)

i1 + B
( y )
jM 7 ( s)

iM ;

下标 r , c与 i , j , k, l 之间的关系如下

  r = ( j - 2) @ (N - 2) + i - 1, c = ( l - 2) @ (N - 2) + k - 1,

i , k = 2, 3, ,, N - 1; j , l = 2, 3, ,, M - 1,

而Dik、Djl是克罗内克尔符号# 

实际计算时,可先猜测一组初值 X
(0)
、7

(0)
、u

( 0)
、v

(0)
, 按上述方法逐次求出 X

( s)
、7

( s)
、

u
( s)、v ( s)

,直到满足max | X(s)
- X( s- 1)

| [ E时停止计算,这里 E是预先设定的精度# 

数值试验表明(见第 3节) ,格式Ñ对低雷诺数的流动用很少的网格点即可获得令人满意
的数值结果, 但当雷诺数较高时将导致数值解不收敛, 其原因是对高雷诺数流动Navier_Stokes

方程中的对流项将起到很重要的作用, 而引入迎风机制可以较好地处理这一问题# 为此,本文

对方程( 5)和( 6)给出一种微分求积法与迎风差分法混合使用的预估_校正格式# 

格式 Ò:

预估:

  
X*ij - X( s- 1)

ij

$t
+ Lx

u X
*
ij + Ly

v X
*
ij =

1
Re

[ Lxx
dq X

*
ij + L yy

dq X
*
ij ] , (14)

  Lxx
dq 7

*
ij + Lyy

dq 7
*
ij = - X*ij ; (15)

校正:

  
X( s)

ij - X*ij
$t

+ u
*
ij L

x
dq X

( s)
ij + v

*
ij L

y
dqX

( s)
ij =

1
Re

[L xx
dq X

( s)
ij + L yy

dq X
( s)
ij ] , (16)

  Lxx
dq 7

( s)
ij + Lyy

dq 7
( s)
ij = - X( s)

ij ; (17)

其中 i = 2, 3, ,, N - 1; j = 2, 3, ,, M - 1# 

在格式 Ò中,扩散项总是使用 DQ离散,预估时对流项使用迎风差分离散, 校正时对流项

使用 DQ离散,既保证了雷诺数较高时能够获得收敛的数值解,又保证了用较少的网格点能够

获得精度较高的数值解# 

类似于 z
( s)
1 和 z

( s)
2 ,引入(N - 2) @ (M - 2) 维向量 z

*
1 和 z

*
2 , 可将方程(14)、(15)、(16) 和

(17) 改写为如下的矩阵形式 :

  [ I + $t�P
( s- 1)

] z
*
1 = z

( s- 1)
1 - $t�h

( s- 1)
, (14)c

  Qz
*
2 = - z

*
1 - g

*
, (15)c

  [ I + $tP
*

] z
( s)
1 = z

*
1 - $th

*
, (16)c

  Qz
( s)
2 = - z

( s)
1 - g

( s)
, (17)c

这里 �P( s- 1)
= (�p ( s- 1)

rc ) , P
*

= ( p
*
rc ) 和 Q = ( qrc ) 是(N - 2) @ ( M - 2) 阶方阵,

  �p ( s- 1)
rc = Djl [ U

( s- 1)
ijk - B

( x )
ik / Re] + Dik [ V

( s- 1)
ijl - B

( y )
jl / Re] ,

  p
*
rc = Djl [ u

*
ij A

( x )
ik - B

( x )
ik / Re] + Dik [ v

*
ij A

(y )
jl - B

( y )
jl / Re] ,

  qrc = DjlB
( x )
ik + DikB

( y )
jl ;

�h ( s- 1)
= (�h ( s- 1)

r ) , h
*

= ( h
*
r ) , g

*
= ( g

*
r ) 和 g

( s)
= ( g

( s)
r ) 为(N - 2) @ (M - 2) 维向量 ,

  �h ( s- 1)
r = [ U

( s- 1)
ij1 - B

(x )
i 1 / Re] X( s- 1)

1j + [ U
( s- 1)
ijN - B

( x )
iN / Re] X( s- 1)

Nj +
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[ V
( s- 1)
ij1 - B

( y )
j1 / Re] X( s- 1)

i 1 + [ V
( s- 1)
ijM - B

( y )
jN / Re] X( s- 1)

iM ,

  h
*
r = [ u

*
ij A

( x )
i1 - B

( x )
i1 / Re] X

( s- 1)
1j + [ u

*
ij A

( x )
iN - B

( x )
iN / Re] X

( s- 1)
Nj +

[ v
*
ij A

( x )
j 1 - B

( y )
j1 / Re] X( s- 1)

i 1 + [ v
*
ij A

( x )
jM - B

(y )
jM / Re] X( s- 1)

iM ,

  g
*
r = B

( x )
i1 7 *1j + B

(x )
iN 7 *Nj + B

( y )
j 1 7 *i1 + B

(y )
jM 7 *iM ,

  g
( s)
r = B

(x )
i1 7

( s)
1 j + B

( x )
iN 7

(s)
Nj + B

( y )
j 1 7

( s)
i1 + B

( y )
jM 7

( s)
iM ;

下标 r , c与 i , j , k, l 之间的关系为

  r = ( j - 2) @ (N - 2) + i - 1, c = ( l - 2) @ (N - 2) + k - 1,

i , k = 2, 3, ,, N - 1; j , l = 2, 3, ,, M - 1;

并且当 i , j 取定时,记号 U
( s- 1)
ijk ( k = 1, 2, ,, N) 和 V

( s- 1)
ijl ( l = 1, 2, ,, M) 定义为

  U
( s- 1)
ij( i- 1) = -

u
( s- 1)
ij + | u

( s- 1)
ij |

2( x i - x i- 1)
, U

( s- 1)
ij ( i+ 1) = -

u
( s- 1)
ij - | u

( s- 1)
ij |

2( xi - xi+ 1)
,

  U
( s- 1)
iji = - [ U

( s- 1)
ij ( i- 1) + U

( s- 1)
ij ( i+ 1) ] ,

  V
(s- 1)
ij ( j- 1) = -

v
( s- 1)
ij + | v

( s- 1)
ij |

2( yj - yj- 1)
, V

( s- 1)
ij ( j+ 1) = -

v
( s- 1)
ij + | v

( s- 1)
ij |

2( yj - yj+ 1)
,

  V
(s- 1)
ijj = - [ V

( s- 1)
ij ( j- 1) + V

( s- 1)
ij( j+ 1) ] ,

  U
( s- 1)
ijk = V

( s- 1)
ijl = 0,   对其余 k , l # 

如果从( 14)c和( 16)c中形式地消去 X
*

,可得 z
( s)
1 与 z

( s- 1)
1 之间的如下矩阵关系

  z
( s)
1 = [ I + $tP

*
]
- 1

+ [ I + $t�P ( s- 1)
]
- 1

( z
( s- 1)
1 - $t�h( s- 1)

) - $th
* # (18)

利用格式Ò求方程( 5)和( 6)数值解的计算过程如下:

( � ) 对 X
(0)
、7

(0)
、u

(0)
、v

( 0)
置初值及边值, 并令 s = 1;

( � ) 由( 14)和( 15)计算内点处的 X* 、7 *
;

( � ) 计算内点处的 u
* 、v * , 计算边界上的 X* ;

( � ) 由( 16)和( 17)计算内点处的 X( s)、7 ( s)
;

( � ) 计算内点处的 u
( s)、v ( s)

,计算边界上的 X( s)
;

( � ) 对给定精度的 E若max | X(s)
- X(s- 1)

| [ E则停止计算,否则 s 增1回到步骤( �) # 

3  算例和数值结果

作为数值例子, 对驱动方腔内不可压缩粘性流体流动做了计算# 这个问题已被广泛研究

过(如[ 7~ 10] ) ,其控制方程是( 5)和( 6) ,对 1B1驱动方腔,其边界条件是

  7 = 0, 当 x = 0, y = 0, x = 1, y = 1,

  u = v = 0,   当 x = 0, x = 1, y = 0,

  u = 1, v = 0,  当 y = 1# 

对1B2长方腔可给出类似的边界条件# 计算时给定 E= 10- 5# 速度分量可由下式计算

u ij = E
M

l= 1

A
( y )
jl 7 il , vij = - E

N

k= 1

A
(x )
ik 7kj ,   i = 2, 3, ,, N - 1; j = 2, 3, ,, M - 1# 

涡度边界值的计算以 x = 0边界为例有 X = vx ,采用DQ离散可得

  E1j = E
N

k= 1
A

( x )
1k v kj ,   j = 2, 3, ,, M - 1# 

对其余边界可得到类似的公式# 
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首先,我们采用格式 Ñ计算1B1驱动方腔流动,对均匀网格 Ñ与非均匀网格Ò的计算效果

作了比较# 数值试验表明,当雷诺数增大时, 使用均匀网格 Ñ的数值解不收敛但使用非均匀网

格Ò的数值解收敛, 计算结果见表 1, 其中 n it e表示达到定常解所需的推进步数, N. C. 意为不

收敛# 由于用非均匀网格 Ò所获得的数值解远比用均匀网格 Ñ所获得的数值解要精确, 因此

以后的计算均使用非均匀网格 Ò# 

表 1 均匀网格Ñ与非均匀网格Ò的比较

Re

9@ 9网格 11@ 11网格 13@ 13网格

网格Ñ 网格Ò 网格Ñ 网格Ò 网格Ñ 网格Ò

$ t n ite $ t nite $ t nite $ t n ite $ t n ite $ t n ite

50 015 30 0115 71 015 38 0105 87 N. C. 0103 281

100 014 56 0125 91 N.C. 0108 96 N. C. 0105 338

200 N. C. 013 98 N.C. 011 108 N. C. 011 305

对1B1驱动方腔流动采用非均匀网格 Ò, 当雷诺数 Re \300时,由格式 Ñ计算的数值解
产生振荡甚至不收敛,但由格式Ò计算却能够得到较好的数值结果# 表 2列出了采用 15 @ 15

非均匀网格Ò由格式 Ò计算1B1驱动方腔流动的部分数值结果, 并与Chia[ 7]用129 @ 129网格

的计算结果进行了比较# 表中 (�x , �y ) 表示涡心的位置, 7 vc表示涡心处的流函数值,流线见图

1# 可以看到,本文使用较少的网格点得到了较好的数值结果# 最后, 图 2给出了 1B2驱动方

腔流动采用13 @ 19非均匀网格 Ò由格式Ò计算得到的部分流线# 

表 2 1B1驱动方腔流动的部分数值结果

Re $t n ite 7 vc (�x ,�y ) [7] 的 7 vc [ 7] 的(�x ,�y )

400 0108 203 - 01102 (01637, 01673) - 01114 ( 01554, 01605)

1000 0109 226 - 01112 (01574, 01651) - 01118 ( 01531, 01562)

1500 0108 281 - 01123 (01534, 01629) ) )

Re = 400

a ~ b: - 0101 ~ - 0109

c : 01000 2

  

Re = 1 000

a ~ b: - 0101 ~ - 011

c ~ d : 01000 2 ~ 01000 4

  

Re = 1 500

a ~ b: - 0101 ~ - 0111

c ~ d: 01000 1 ~ 01000 5

图 1  1B1驱动方腔流线
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4  结   语

微分求积法能够以较少的网格点求得微分方程的高精度数值解,用这种方法求解许多工

程和物理问题均获得成功# 当求解不可压缩粘性流体流动时,单纯使用微分求积法只能对低

雷诺数流动获得收敛的数值解# 为此本文提出了一种微分求积法与迎风差分法混合求解二维

不可压缩Navier_Stokes方程的预估_校正数值格式,对驱动方腔内的流动用较少的网格点获得

了较高雷诺数流动的数值解, 数值试验也表明非均匀网格的计算效果优于均匀网格# 

Re = 100

a ~ b: - 01 01 ~ - 0109

c ~ d : 01000 1 ~ 01000 4

  

Re = 400

a ~ b: - 0101 ~ - 0109

c ~ d : 01001 ~ 01002

  

Re = 800

a ~ b: - 0101 ~ - 0109

c ~ d: 01001 ~ 01004

图 2  1B2驱动方腔流线
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A Mixture Differential Quadrature Method for

Solving Two_Dimensional Incompressible

Navier_Stokes Equations

Sun Jiancan1,  Zhu Zhengyou2, 3

( 11Depa rtm ent of Physics , Nor thw est Norm al Un iver sity , L anzhou 730070, P R China ;

21Shangha i Institute of Applied Mathem atics and Mechanics , Shangha i 200072, P R Chin a ;

31Depa rtm ent of Mathema tics , Shan gha i Univer sity , Shanghai 200072, P R China )

Abstract: Differential quadrature method ( DQM) is able to obtain highly accurate numerical solutions

of differential equations just using a few grid points. But using purely differential quadrature method,

good numerical solutions of two_dimensional incompressible Navier_Stokes equations can be obtained

only for low Reynolds number flow and numerical solutions will not be convergent for high Reynolds

number flow. For this reason, in this paper a combinative predicting_correcting numerical scheme for

solving two_dimensional incompressible Navier_Stokes equations is presented by mixing upwind differ-

ence method into differential quadrature one. Using this scheme and pseudo_time_dependent algo-

rithm, numerical solutions of high Reynolds number flow are obtained with only a few grid points. For

example, 1B1 and 1B2 driven cavity flows are calculated and good numerical solutions are obtained.

Key words: numerical method; differential quadrature method; Navier_Stokes equations
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