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摘要: � 以姿态旋量描述机器人的位置姿态, 在对偶空间中通过姿态旋量映射的点规划机器人的

终端轨迹, 具有直观、简便的独特优点�� 规划中直接根据跟踪误差进行收敛, 提高了轨迹运行的动

态精度, 并适合于冗余自由度操作器��
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引 � �言

轨迹规划是机器人控制问题的重要方面, 根据作业要求通地轨迹序列控制点控制机器人

位姿轨迹�� Paul[ 1] 首先利用齐次变换矩阵将手部在直角坐标下的位置、速度和加速度变换成

各关节的位移、速度和加速度, 然后规划成二次平滑函数�� Paul 方法的计算量非常大, Taylor[ 2]

采用四元数表示法改进了 Paul 方法��后来 Lin 和 Luh [ 3, 4] 提出规划轨迹的 3 次样条函数方法,

可得到优化的关节运动规律, 但当轨迹中间路径点个数 n 较多时, 此法所需计算量也较大, 而

且缺乏时姿态插补的考虑��在许多高精度应用场合, 如切割、弧焊等不仅要求机器人位置精

确, 还需要在该位置具有任意确定的姿态, 对外部品质的要求是很高的��因此, 必须解决机器

人姿态在插补结点处相应的空间坐标, 以寻求更具一般意义的位姿轨迹生成的通用算法��

本文运用旋量法来描述机器人末端夹持器在直角坐标空间中的位置和姿态对时间函数所

显示的运动轨迹, 由于姿态旋量的直观和简便对描述瞬时姿态有独特的优点, 且计算量也小��

文中还利用速度矢量是雅可比矩阵列向量的线性组合关系, 对广义坐标的速度量进行线性规

划, 免去了求解运动学方程, 并适合于具有冗余自由度的操作器��

1 �机器人位姿轨迹

1�1 �姿态旋量
机器人的位姿就是终端夹持器的位置和姿态��我们可以用角位移矢量 �来描述机器人

的姿态,设 �为基坐标系中绕瞬时轴加转的等效旋转角, K 表示基系中瞬时转轴的单位向量,

则角位移矢量 :

� � � = �K ��
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根据旋量定义, 可以证明等效角位移矢量的姿态矢量是旋量, 表示为

� � �̂ = �+ �OP � � = �+ �OD � �,

式中, OP 为用位移矢量上给定的初始点位置, 基系原点 O 为旋量参考点��

图 1� 姿态旋量

由对偶数理论可知: 三维欧氏空间中直线与三维对偶

空间中的点是一一对应, 于此可将直角坐标空间中的姿态

旋量 �̂ i 映射到对偶空间, 得到对应点 b̂i , 位姿轨迹的规划

问题便转化为对偶空间中由姿态旋量所映射的点 b̂i 运动轨

迹的选择问题��

1�2 �位姿轨迹
设T 为机器人由起始点到结束点完成运动所需的总时

间, t 为分段轨迹算起的时间, 令

� � �( t ) =
t

T
� � ( �( t ) � [ 0, 1] )��

若在时间间隔 [ 0, t ] 内, 机器人完成一个给定的工作,

整个工作轨迹上需计算的采样点数 :

� � N0 = Int ( t / T )��

姿态旋量 �̂i 时应的对偶空间中的点 â i , 假设沿着一连续轨迹运动

� � �̂i = f̂ ( q̂ ) = �i + �S
0
i ; q̂ = q̂ [ �( t ) ]��

q̂ 是�( t ) 的对偶函数, 写成对偶坐标形式��

� �

�̂x
i

= f̂ 1( q̂ ) = �x
i
+ �S

0
x

i
,

�̂y
i

= f̂ 2( q̂ ) = �y
i
+ �S

0
y

i
,

�̂z
i
= f̂ 3( q̂ ) = �z

i
+ �S

0
z
i
,

( 1)

式中 �x
i
, �y

i
, �z

i
为姿态坐标分量, �̂i 的 Pl�cker 坐标( �i , Soi , 用坐标分量的纯量形式表示为

( �x
i
, �y

i
, �z

i
, S

0
x

i
, S

0
y

i
, S

0
z
i
)

姿态矢量 �i 为瞬时转动轴上的自由矢量, 只有当 Pi 点位置确定后, 它才在轴线上唯一定

位�� �i 在空间的定位可通过瞬时转动轴线上Pi 的位置矢量 rip 给定, 于此 S
0
i = r ip � �i

[ 5]
, 将

式( 1) 改写成行列式形式的参数方程为

� � �̂i 0 =

�x
i

�y
i

�z
i

T

i

j

k

+ �

i j k

xp
i

yp
i

zp
i

�x
i
�y

i
�z

i

, ( 2)

式中, xp
i
, yp

i
, zp

i
为夹持器姿态矢量 �i 在轴线上P i 点相对于基系的坐标, 式( 2) 就是机器人位

姿的姿态旋量表示�� 由 �x
i
, �y

i
, �z

i
确定机器人夹持器的姿态轨迹, 由 xp

i
, yp

i
, zp

i
导出其位置

轨迹, 设定理想位置及姿态轨迹为

� �

xp
i
= f 1[ �( t ) ] ,

yp
i
= f 2[ �( t ) ] ;

zp
i
= f 3[ �( t ) ] ,

( 3)
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� �

�x
i

= �1[ �( t ) ] ,

�y
i

= �2[ �( t ) ] ,

�z
i
= �3[ �( t ) ]��

( 4)

代入式( 2) 便可确定机器人在对偶空间的姿态旋量��机器人在进行焊接或切割工作, 圆弧曲线

轨迹运动中姿态的变化, 需要按式( 2) 求出每一采样时刻的姿态角��

2 �机器人运动螺旋方程

设 v̂i 为终端速度旋量, �� i 为姿态角速度向量, vp
i
为终端位置速度, ê 基旋量, v̂i = ê

T
v̂i

� � vp
i
= �xp

i
i + �yp

i
j + �zp

i
k, ( 5)

� � ��i = ��ixi + �� iyj + ��izk, ( 6)

于端夹持器的瞬时运动螺旋方程为

� � ê
T
v̂i = �� i + �vp

i
�� ( 7)

螺旋轴线 Pl�cker 坐标为( �� i ; vp
i
)��

3 �关节运动速度

设固联于机器人各可动件上的附件参考系原点 O
�
i 放在运动副关节处, 相邻运动副轴线之

间的合法线长度为 a12, a23, � � ; 相邻两杆之间的偏距分别为 d1, d2, � ; 相邻轴线之间的扭向

角为 v12, v23, � ; 运动副相对回转角为 �1, �2, � � 

定义函数

� � �i =
1� � (当第 i 个关节是转动关节时) ,

0� � (当第 i 个关节是移动关节时)
��

令� � � �̂i = [ 0� 0� �i � 0� 0� ( 1 - �i ) ]
T ��

取第 i 关节的转角�i , 或滑移距离 zi 作为广义坐标, qi = ( 1- �i ) z i+ �i�i ( i = 1, 2, � , n )

将螺旋运动旋量方程( 7) 作转换后可得

� � v̂ = J�q�� ( 8)

或表示为

� �

��
�
v

= J

�q1

�q2

�

�q6

=
J1 J2

J3 0

�q1

�q2

�

�q6

, ( 9)

式中, J1, J2, J3 是雅可比矩阵 J 的三个 3 � 3子阵, 这里注意到六关节机器人决定姿态的关节

4、5、6的变量没有影响 vx , vy , vz 的移动, 可将式( 9) 分解写成

� �

��x

��y

��z

- J1

�q 1

�q 2

�q 3

= J2

�q 4

�q 5

�q 6

, ( 10)

� �

vx

vy

vz

=

�xp

�yp

�zp

= J3

�q 1

�q 2

�q 3

�� ( 11)
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由上式可知终端执行器移动线速度和转动角速度与各关节角速度的关系由雅可比矩阵联

系, 它由机器人各杆件的位姿矩阵和旋转矩阵组合给出��

根据工作过程的需要, 规划终端执行器的位姿轨迹及速度必需与末端的实际测定的数值

一致��然而, 机器人各杆件的弹性变动, 关节间隙, 重力负载及杆件离心效应等因素的影响致

使机器人位姿动态精度形成误差��设 v̂ 为期望轨迹上的速度旋量, v̂
*
为机器人末端测定的实

际速度旋量, 由传感器可获得实际位姿轨迹与期望作业偏差为

� � �Ŝ = v̂ - v̂
*

= [ �r � ��]
T
,

� � � r = [ �x , �y , �z ]
T
,

� � � � = [ ��x , ��y , ��z ]
T ,

� � �r = (�x )
2
+ (�y )

2
+ ( �x )

2 � R ,

� � � �= (��x )
2
+ (��y)

2
+ ( ��z)

2 � G��

机器人的位置和姿态误差分别小于给定误差 R 及G 的概率[ 6]�� 为使误差收敛反回轨迹, 以消

除误差的累积效果, 需使位置及姿态误差得到校正补偿, 式( 10) , ( 11) 改写为

� �

�q1

�q2

�q3

= J
- 1
3

vx

vy

vz

+ �

�x

�y

�z

, ( 12)

� �

�q4

�q5

�q6

= J
- 1
2

��x
��y

��z

- J1

�q 1

�q 2

�q 3

+ �

��x

��y

��z

�� ( 13)

式( 12) 、( 13) 适用于 J 满秩的情况, 当机器人具有冗余自由度时, 对应的 �q 有无穷多解, 对

此可取能量损失为最小, 选取最优解

� � N ( �q) = min
1
2
�qT

W�q , ( 14)

为寻求 �q 满足式( 14) 使损失函数 N( �q ) , 为最小, 应用拉格朗日算子解

� � N ( �q, �) =
1
2
�qT

W�q - �T (J�q - v̂ ) , ( 15)

W 为n � n 对称正定矩阵, �为 Lagrange 乘子, 满足最优解的必要条件是

� � dN
d�q = 0,

即

� � W�q - J
T �= 0,

� � �q = W
- 1

J
T�, ( 16)

� � �N�� = 0� 即 � J�q - v̂ = 0,

� � v̂ = J�q = JW
- 1

J
T ��� ( 17)

在式( 16) , ( 17) 中消去 �, 得最优解��

� � �q = W
-1

J
T
( JW

- 1
J

T
)

- 1
v̂�� ( 18)

考虑到使误差得到收敛, 式( 18) 改写成

� � �q = W
-1

J
T
( JW

- 1
J

T
)

- 1
( v̂ + k̂�Ŝ )�� ( 19)

其中 k̂ = [ �� �]T
, �, �均为正定阵�� 式( 19) 适用于有冗余自由度时的规划�� 要求关节运

102 林� � � 瑞� � � 麟



动速度不应达到边界位置极限速度, 设 �qM 为允许的最大速度, 必需使 �q < �qM, 以适应电机最

大转速的要求��

4 �算 � �例

设斯坦福机械手在拟定轨迹中通过空间 3 个已知点 P1( 50, 0, 118) , P2( 110�5, 50, 84) ,

P3( 50�2,100, 50) , 并在 三点保持姿 态为 �1( 0, 0, 1�57)
T
, �2( 0, - 0�045, 0)

T
, �3( 0, 0,

1�57)
T�� P1, �1 状态相对应的关节坐标及其相应的正弦和余弦值如表1, 试规划其运动和位姿

轨迹��

� � � �表 1 关节坐标

坐� � � 标 数� � � 值 正� � � 弦 余� � � 弦

�1 0� 0 1

�2 90� 1 0

�3 / /

�4 0� 0 1

�5 90� 1 0

�6 90� 1 0

解�设机械手终端以圆弧轨迹规划, 其位置坐标函数及姿态坐标函数为

� � xp = f 1[ �( t ) ] = 60�5sin( 2�996 6�t ) + 50 ,

� � yp = f 2[ �( t ) ] = - 50�03cos( 2�996 6�t ) + 50 ,

� � zp = f 3[ �( t ) ] = 34cos( 2�996 6�t ) + 84 ,

� � �x = �1[ �( t ) ] = - 0�05cos2( 2�996 6�t ) + 0�05sin( 2�996 6�t ) + 0�05 ,

� � �y = �2[ �( t ) ] = - 0�065sin( 2�996 6�t ) + 0�02cos
2
( 2�996 6�t ) + 0�02 ,

� � �z = �3[ �( t ) ] = 0�001 2cos2
( 2�996 6�t ) - 1�57sin( 2�996 6�t ) + 1�569��

设运动总时间为 T = 60s, 据式( 2) 当 t = 40s 时终端夹持器的位置, 姿态为

� � �̂40s =

- 0�005 8

- 0�041 3

0�208

T
i

j

k

+ �

i j k

102�5 25�09 67�07

- 0�005 8 - 0�041 3 0�208

据式( 5) 、( 6) 可求得 t = 40s终端的位姿速度值, �x p = - 1�575 6, �yp = 2�269 1, �zp = - 1�778

2, ��x = 0�009 7, ��y = 0�001 48, ��z = 0�018 0��

斯坦福机械手雅可比矩阵的三个子阵为

� � J1 =

- S 2( C 4C5 C6 - S4S 6) - C 2S45C6 S 4C5 C6 + C4 S6 0

S2( C4C5 C6 + S4 C6) + C2S5S 6 - S4C5 S6 + C 4C6 0

4S5 + C2C5 S4C5 0

,

� � J2 =

- S 5C6 S 6 0

S5S6 C6 0

C5 0 1

, J 3 =

J 11 J 12 J 13

J 21 J 22 J 23

J 31 J 32 J 33

,

其中,
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� � J 11 = - d2[ C2( C4C 5C6 - S 4S6) - S2S5 C6] + S 2d3( S4C 5C6 + C4S6) ,

� � J 21 = - d2[- C2( C4 C5C 6 + S4S 6) + S2 S5S6] + S2d 3(- S4C5 S6 + C 4C6) ,

� � J 31 = - d2( C2 C4S5 + S 2C5) + S2d 3( S4 S5) ,

� � J 12 = d 3( C4 C5C6 - S4S6) , J 13 = - S5C 6,

� � J 22 = - d3( C4 C5S6 + S 4C6) , J 23 = S5S 6,

� � J 32 = d 3C4S 5, J 33 = C5��

� � d2 = - t 6041S 1 + t 6042 C1,

� � d3 = S2( t 6041C1 + t 6042S 1) + t6043C2,

� � Ci = cos�i , S i = sin�i , ( i = 1, 2, � , 6) ,

� � t 6041 = 102�5, t 6042 = 25�09, t6043 = 67�07,

可得 d2 = 25�09, d 3 = 102�5��
据测定手部位姿误差统计值为 �x = 0�08465, $ y = 011269, $ z = 011050, $ Ux = 010022,

$ Uy = 010025, $ Uz = 010041# 取

  D =

0 - 015 0

015 0 - 1

0 1 0

,   G =

0 - 011 0

011 0 0

0 0 - 011

0 011 0

# 

据式( 12) , ( 13) 可得关节速度

  

Ûq1

Ûq2

Ûq3

=

- 010962

- 010672

214456

,   

Ûq 4

Ûq 5

Ûq 6

=

010013

010227

010683

# 

5  结  论

1) 本文用对偶映射原理来描述机器人的姿态旋量, 用 Pl�cker 线坐标表达机器人位姿# 

2) 在机器人轨迹规划中, 利用旋量方法时描述瞬时姿态具有直观、简便的独特优点, 比较

全面地表达了终端执行器的位置和姿态的轨迹生成, 且计算量较少# 

3) 根据实际工作轨迹进行规划, 提高了操作器运行精确性, 并使非线性优化问题化为线

性优化问题, 利用速度矢量是雅可比矩阵列向量的线性组合关系, 免去了求解逆运动学方程,

并适合于具有冗余自由度的操作器# 
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P l a n n i n g M o t i o n T r a c e o f R o b o t b y S p i n o r M e t h o d

Lin Ruilin

( Depar tment of Pr ecise M echan ics Engineer in g , Huaqiao

Un iver sity , Quanzhou 362011, P R China )

Abst ra ct : In this paper, the spinors applied to de scribe position and attitude o f r obot are studied. In

dual spaces, the terminal tra ce of r obot is planned through the mapping point, of attitude spinor s. As

a handy method dir ectly perceiv ed through the sense, the spinor method directly converges tra cking

error in the planning . It promotes the dynamic accur acy of tra ceoper ation. It is also suitable to the

exer ciser with redundant freedom.

Key w ords: spinor method; r obot; planning; motion tr ace

更正:我刊第 20卷第 11 期第 1149页作者韩式方先生的简介中, / 曾获中国科学技术进步一等奖0 , 应为

/曾获中国科学院科技进步一等奖0 . 特此更正.
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