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回转对称结构应力分析新方法
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摘要 :  提出了回转对称结构在任意荷载作用下的应力分析新方法# 先利用离散 Fourier 变换, 将

整个回转对称结构的分析等价地分解为一系列带有复数约束条件的单个扇区分析# 然后又再构

造了由两个完全相同扇区构成的虚拟结构,并证明了只要在虚拟结构上施加适当的外力和实数约

束条件,那么虚拟结构的位移结果与原来单个扇区在复数约束条件的解答是完全一致的# 虚拟结

构在实数约束条件下的应力分析几乎所有的通用有限元程序都可以解决# 因此采用该新方法, 现

成的有限元程序无需进行任何修改就能用于回转对称结构的应力分析# 
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引   言

许多工程结构虽然不是轴对称的, 但却具有回转对称的特性# 如齿轮、涡轮盘_片组件、带

有腿的电站冷却塔等,它们都是由 N个几何形状和材料特性完全相同的扇区所组成# 当这种

结构绕其对称轴 z 轴转A= 2P/ N 的整数倍角度后将与原来的结构完全重合# 我们可以用N

张半无限平面将一个回转对称结构切割成 N 个相同的扇区# 

回转对称结构的模态分析问题 Thomas
[ 1]
已作过研究, 而且ANSYS

[ 2]
也可以直接用于回转

对称结构的模态分析# 本文将研究回转对称结构的应力分析方法# 

为了利用结构的回转对称性, 我们在每个扇区上建立各自的直角坐标系 Orxryrzr ( r = 1, 2,

,, N ) ,它是由 O1x 1y 1z 1逆时针旋转( r - 1) A后得到的,如图1所示# 规定所有扇区上的位移

和荷载向量都参照它们各自的坐标系, 由于每个扇区的几何形状和材料特性都是相同的,那么

整个结构的刚度矩阵将可以表示成

  K =

K11 K12 0 , K
T
11

K
T
12 K11 K12 , 0

0 K
T
12 K11 , 0

s s s w s

K12 0 0 , K11

, (1)

其中 K11和 K12是 n 阶矩阵, n是每个扇区内的自由度数目,且 K11是对称正定的# 我们也可
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以将位移向量和荷载向量写成分块形式

  
D = D

T
1 D

T
2 , D

T
N

T
,

P = P
T
1 P

T
2 , P

T
N

T
,

(2)

图  1

其中 Dr 和 Pr 分别是扇区 r 上参照坐标系

Qrxryrzr 的n 阶位移和荷载向量 # 如果一个回

转对称结构的扇区数目 N 超过 100个, 而每个

扇区内的自由度数目 n 也多达数千个,那么矩

阵 K的阶数N @ n 将达数十万,这时求解下列

平衡方程将是非常困难的

  KD = P# (3)

如果作用在结构上荷载也是回转对称的,

Mechnik[ 3]曾经提出一种方法, 只要在扇区连接

面的每对节点上施加位移约束方程,就可以通

过单个扇区的计算得到整个结构的应力分析

结果# 但是当结构上的荷载不满足回转对称

条件时 Mechnik 的方法便无法采用# Lai[ 4]用

离散 Fourier变换技术对轴对称结构在任意外

力作用下的问题作用分析,但 Lai的方法局限于轴对称结构,而不是回转对称结构# 

本文提出了一种新的方法,将离散 Fourier变换技术与常规的有限元程序结合起来,实现

了对任意荷载作用下回转对称结构的应力分析# 

用离散Fourier变换技术可以将 N @ n 阶方程(3) 分解为 N 个n阶复系数方程, 而 n 阶复

系数方程又可以等价为 2n阶实系数方程,这样计算效率将大大提高# 新的方法在时间上具

有明显的优点# 

然而现有的有限元分析程序通常没有离散 Fourier变换的特殊功能# 为此,本文作者又构

造了一个虚拟的结构,它是由两个完全重叠的扇区构成# 可以证明在虚拟结构上施加一组特

定的线性约束条件及荷载后,这个虚拟结构的平衡方程与前面所述的 2n阶实系数方程完全相

等# 于是受任意荷载作用的回转对称结构的应力分析可以通过对N 个虚拟结构分析来实现,

而虚拟结构在线性约束条件下的应力分析可以用常规的有限元程序完成# 因此,新的方法也

具有特别重要的实用意义,它扩展了现成有限元程序的使用价值# 

1  离散 Fourier 变换

给定由N 个实数或复数构成的数列f 1, f 2, ,, fN , 离散 Fourier变换定义为[ 5]

  <j =
1

N
E
N

k= 1
f k e

- i( j- 1)( k- 1) A
,

其中 j = 1, 2, ,, N# 逆变换是

  f k =
1

N
E
N

j= 1
<j e

i( j- 1)( k- 1) A
,

其中 k = 1, 2, ,, N# 将离散Fourier变换应用到由N 个扇区位移向量构成的数列D1, D2, ,,

Dn, 可得
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  Dj =
1

N
E
N

k= 1

Dke
- i( j- 1) ( k- 1) A# 

根据逆变换表达式又有

  Dk =
1

N
E
N

j = 1
Dj e

i ( j- 1) ( k- 1) A
, (4)

于是整个结构的位移向量为

  D = VD, (5)

其中

  V =
1

N

I I , I

I IeiA , Iei( N- 1) A

s s w s

I Ie
i( N- 1) A , I

i (N- 1) (N- 1) A

,  D=

D1

D2

s

DN

,

而 I 是n @ n阶单位矩阵# 将表达式(5) 代入方程(3) ,再在方程(3) 的两端乘以 V
*
( V的共

轭转置) , 将可导出

  JD= Q, (6)

其中

  J = V
*
KV =

J11 J12 , J1N

J21 J22 , J2N

s s w s

JN 1 JN 2 , JNN

,  Q= V
*
P =

Q1

Q2

s

QN

,

式中 Jrs 是n @ n阶复矩阵, Qr 是n 阶复向量,且分别可以展开为

Jrs =
1
N E

N= 1

j= 0
ei ( r- s) jA

K11+
1
N E

N- 1

j= 0
ei ( r- s) jA

K12e
i( s- 1) A

+
1
N E

N- 1

j= 0
ei ( r- s) jA

K
T
12e

- i( r- 1) A
,

Qr =
1

N
E
N- 1

j= 0
Pj+ 1e

- i( r- 1) jA
,

(7)

易知公式( 7)中 K11, K12和 K
T
12 的系数都是公比为 ei ( s- r) A的几何级数,于是

  E
N- 1

j = 0

ei( s- r) jA
=

N        (当 r = s 时) ,

1- ei ( s- r) AN

1- ei ( s- r) A = 0  (当 r X s 时) ,

因此,复数矩阵 J中的每一个非对角块矩阵都是零,而对角块是

  Jrr = K11+ ei( r- 1) A
K12 + e- i ( r- 1) A

K
T
12, (8)

这样方程( 6)变成

  JrrDr = Qr  ( r = 1, 2, ,, N ) , (9)

这意味着 N @ n阶方程(6) 可以被 N 组n 阶复系数方程所取代# 

我们还可以从式( 7)和式( 8)得到

  
JN- r+ 1, N- r+ 1 = �Jr+ 1, r+ 1,

QN- r+ 1 = �Qr+ 1,
(10)

其中 r = 1, 2, ,, Nf ,

  Nf =
N/ 2    (当 N 是偶数时) ,

(N - 1) / 2  (当 N 是奇数时)# 
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从关系( 10)可知,只需从 r = 1, 2, ,, Nf + 1计算 Dr,其余的可以从下式得到

  DN- r+ 1 = �Dr+ 1   ( r = 1, 2, ,, Nf - 1) , (11)

求出全部的 Dr 以后, 我们就可以利用变换关系(4) 及式(11) 得到任意一个扇区上物理位

移

  Dk =

1

N
D1+ E

N
f
- 1

r = 1
2Re( Dr+ 1e

ir ( k- 1) A
)   (当 N 是偶数时) ,

1

N
D1+ E

N
f
- 1

r = 1
2Re( Dr+ 1e

ir ( k- 1) A
) + (- 1) k+ 1DN

f
+ 1   (当 N 是奇数时) ,

(12)

分离复系数方程( 9)中的实部和虚部,将导出实系数方程组

  
Re Jrr - Imkrr

ImJrr Rekrr

ReDr

ImDr
=

Re Qr

ImQr
, (13)

从( 8)可知 J*rr = Jrr ,这就可以验证方程(13) 的系数矩阵是对称的# 

2  有限元计算

考虑一个典型扇区(如图 2所示) , 设 d1, d3 是扇区连接面上的位移, d2 是扇区内部的位

移,约定 d1, d2 参照该扇区自身的坐标系,而 d3参照与其相连的下一个扇区坐标系# 这个典

型扇区的刚度矩阵为

图  2

  k =

k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33

# 

由于整个回转对称结构是由 N 个这样典型

的扇区构成的, 因此存在以下关系

  

K11 =
k11+ k33 k12

k21 k22
,

K12 =
k13 0

k31 0
# 

(14)

现在我们构造另一个以与以上扇区完全重叠的扇区(在图 2中用虚线表示) ,相应的位移

向量分别记为 d4, d5, d6# 由这两个重叠扇区构成的虚拟结构的刚度矩阵及位移向量应当是

  �k =
k 0

0 k
,  �d = d

T
1 d

T
2 d

T
3 d

T
4 d

T
5 d

T
6

T
# (15)

在这个虚拟结构上施加一组约束条件

  
d3

d6
=

Icos( r - 1) A - Isin( r - 1) A

Isin( r - 1) A I cos( r - 1) A

d1

d4
# (16)

我们可得

  d = Tr�dr , (17)

其中
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  Tr =

I 0 0 0

0 I 0 0

cos( r - 1) AI 0 - sin( r - 1) AI 0

0 0 I 0

0 0 0 I

sin( r - 1) AI 0 cos( r - 1) AI 0

, �d r =

d1

d2

d3

d4

# (18)

经过变换( 17) ,虚拟结构的刚度矩阵变成为
[ 7]

  �kr = T
T
r�kTr# (19)

将( 15)和( 18b)代入( 19) ,并利用关系( 14) ,可以证明

  kr =
Re Jrr - ImJrr

Im Jrr ReJrr
,

这表明矩阵 �k r 与方程(13) 中的系数矩阵是完全相同的# 

如果将下列荷载施加到虚拟结构上

  �p r =
1

N
E
N

k= 1

Pkcos( r - 1) ( k - 1) A

- Pksin( r - 1) ( k - 1) A
# (20)

可以验证

  �p r =
ReQr

ImQr
,

这恰好是方程( 13)的右端顶# 于是我们可以得出结论,方程

  �kr�d r = �p r , (21)

具有与方程( 13)相同的解,即

  �dr =
ReDr

ImDr
# (22)

注意到方程( 21)是虚拟结构受到荷载( 20)及约束条件( 16)下的平衡方程,常规的有限元

程序都可以求解# 如 SAP5中的罚单元及 ADINA中的约束方程都可以分析这一类问题# 

3  计算实例

考虑一个由16个扇区构成的齿轮, 在第 1和第7个扇区上分别作用集中力 P1和 P2,如图

1所示# P1和 P2 均垂直于齿轮表面, 力的大小都是 5218N# 典型扇区的有限元网格如图 3

( a) ,图 3( b)中的虚线是重叠的扇区# 图 3中还标出了部分节点编号# 

在平面应力状态下, 每个节点只有 X 和Y 上方向的位移分量# 按照第3节中约定的位移

分块方式,连接面上的位移是

  d1 = d
( 112)T

d
(113)T , d

(123)T T
,  d3 = d

( 67)T
d
(68)T , d

(78)T T

  d4 = d
( 256)T

d
(257)T , d

(277)T T
,  d6 = d

( 211)T
d
( 212)T , d

(222)T T

其中 d
( k )

= u
( k )  v

( k ) T是节点位移, 上标( k) 是节点编号# 位移 d2和 d5分别是两个重叠

扇区其余部分的位移# 本例中,约束方程(16) 可以写成

  
d
( k )

= d
( m ) cos( r - 1) A- d

( n) sin( r - 1) A,

d
( l )

= d
( m )sin( r - 1) A+ d

( n) cos( r - 1) A,
(23)

其中 k = 67, 68, ,, 78; l = 211, 212, ,, 222; m = 112, 113, ,, 123而 n = 256, 257, ,, 277# 总
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共有 48个约束方程# 

图  3

由于

P1 =

0

s

- 190118
- 487218

s

0

z 95行

z 96行
,

P7 =

0

s

- 190118
487218
s

0

z 49行

z 50行
,

于是,根据( 20)施加在虚拟结构上的荷载

是

�pr =
1
4

P1+ P7cos
3( r - 1) P

4

- P7sin
3( r - 1) P

4

=

图  4

1
4

0

s

- 190118cos3( r - 1) P/ 4

487218cos3( r - 1) P/ 4

s

- 190119
- 487218

s

190118sin3( r - 1) P/ 4

- 487218sin3( r - 1) P/ 4

s

0

z 49行

z 50行

z 95行

z 96行

z 337行

z 338行

,

总共有 576行# 

给定材料数据及其它几何参数后, 我们选择了 ADINA 进行计算# ADINA
[ 5]
提供的约束方

程功能可以处理例中约束条件( 23)# 对于 r = 1, 2, ,, 9,我们可以依次求出方程(21) 的结果

�d1, �d2, ,, �d9,然后根据(22) 求出复数位移 D1, D2, ,, D9,最后再用逆变换(12) 求出整个齿轮

的物理位移 D1, D2, ,, D16# 应力也可以用相同的方式计算, Von Mises当量应力计算结果如

图4所示# 

为了验证本文提出的方法, 我们也对整个齿轮作了直接的计算, 部分结果的比较列入表

1# 从表中可见两者之间的差异是非常小的# 造成这种差异的原因有两方面# � )计算方程
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( 20)中三角函数时舍入误差( ADINA浮点数输入只有 10位有效数字) , � )求解大型方程( 3)时

的累计误差# 我们从表中也可以知道新方法所花费的时间只有整体计算时间的 1/ 614,而存
贮量只有整体计算时的 1/ 8# 

表 1 部分位移计算结果比较

节点号
新方法计算的位移结果 整体计算的位移结果

u v u v

1    - 01240 829    - 01399 916    - 01142 071    - 01401 571

2 - 01135 444 - 01382 753 - 01136 117 - 01383 341

3 - 01083 559 4 - 01368 222 - 01084 505 9 - 01369 749

4 - 01097 245 8 - 01365 545 - 01098 271 9 - 01367 042

5 - 01120 916 - 01361 501 - 01121 669 - 01362 989

6 - 01255 480 - 01355 361 - 01255 669 - 01356 834
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A New Method for Stress Analysis of a

Cyclically Symmetric Structure

Tang Guoan,  Ding Jun,  Xu Xiaofeng
( Depar tm ent of Applied Mechanics , Fu dan Un iver sity , Shangha i 200433, P R Chin a )

Abstract: In this paper, a computational method for finite element stress analysis of a cylically sym-

metric structure subjected to arbitrary loads is provided. At first, using discrete Fourier transforma-

tion technique, the complete structure is analyzed by considering only one sector with appropriate

complex constraints on its boundary with the adjacent sectors. Next, an imaginary structure which is

composed of two identically overlapping sectors is constructed, and that the complex constraints men-

tioned above can be equivalently replaced by a set of real constraints on this imaginary structure is

proved. Therefore, the stress analysis of a cyclically symmetric structure can be solved conveniently

by most of finite element programs.

Key words: cyclically symmetric structure; finite element method; stress analysis
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