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摘要: � 应用变换群 G r 的无限小群变换的广义准对称性, 给出了受单面约束的动力学系统的

Noether 理论, 并举例说明结果的应用��
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Noether 定理揭示了力学系统的守恒量与其动力学对称性之间的内在关系��近二十年来,

Noether 定理的研究成为力学家, 物理学家的一个热门课题, 并取得一系列重要成果[ 1~ 5]��然

而, 这些研究都局限于双面约束系统��实际上, 单面约束比双面约束更为普遍, 研究起来也更

为困难[ 6~ 9]��

本文研究具有单面约束的动力学系统的Noether 理论��利用 r_ 参数变换群的无限小群变

换的广义准对称性, 研究并给出了受单面约束的动力学系统的Noether 定理和 Noether 逆定理,

从而揭示了单面约束系统的守恒量与其内在的动力学对称性之间的关系��由于受双面约束的

完整或非完整系统的 Noether 定理可作为本文定理的推论, 因此本文结果将比以往的研究更具

有普遍意义和实际意义��

1 �单面约束系统的 Noether 定理

研究由 N 个质点组成的力学系统, 其位形由 n个广义坐标qs ( s = 1, � , n) 确定�� 设系统

的运动受有如下单面约束 [ 6]

� � f �( q , t ) � 0� ( �= 1, � , a) , ( 1)

� � ��( �q , q, t ) � 0� ( �= 1, � , b) , ( 2)

则系统的运动方程可写成

� � d
dt
�L
��qs

-
�L
�qs

= Q
�
s + �

b

�= 1

��
�f �
�qs

+ �
b

�= 1

��
���
��q s
� ( s = 1, � , n) ,

� � �� � 0, ��f� = 0� ( �= 1, � , a) ,

� � �� � 0, ���� = 0� ( �= 1, � , b) , ( 3)
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其中 L 为系统的 Lagrange 函数, Q
�
s 为非势广义力, ��, ��为约束乘子��

引进一般形式的 r_参数有限变换群Gr

� �
t

*
= g0( t , qk , �q k , a�) ,

q
*
s = g s( t , qk , �qk , a�)��

� ( s, k = 1, � , n ; �= 1, � , r ) , ( 4)

其中 a�( �= 1, � , r ) 为独立参数�� 对应的无限小群变换为

� � t
*

= t + � t = t + �
r

�= 1
���
�
0( t , q , �q ) ,

� � q
*
s ( t

*
) = qs( t ) + �qs = qs( t ) + �

r

�= 1
���
�
s ( t , q , �q ) � ( s = 1, � , n ) , ( 5)

其中 �� 为无限小参数, 具有一阶小量��

Hamilton 作用量

� � I = �
t
2

t
1

L ( t , q, �q ) dt , ( 6)

在变换前后的差为

� � I ( �
*

) - I ( �) = �
t

*

2

t
*

1

L ( t
*

, q
*

, �q *
) dt

*
-�

t
2

t
1

L ( t , q , �q ) dt , ( 7)

其中 �与�* 为给定曲线与邻近曲线�� 将其对 �的主线性部分, 即精确到一阶小量的部分, 记

为 �I , 则有
[ 4]

� � �I = �
t
2

t
1

�
r

�= 1

��
d

dt
L�
�
0 + �

n

s= 1

�L
��qs
���s - �

n

s= 1

d
dt
�L
��q s

-
�L
�qs
���s dt , ( 8)

其中 ���s = ��s - �qs�
�
0 , ( s = 1, � , n ) ��

于是, 我们有下述定理��

定理 1�对单面约束系统( 1) ~ ( 3) , 如果有限群 Gr 的无限小群变换( 5) 是广义准对称变

换并且这些无限小变换满足关系

� � �
n

s= 1

�f�
�qs
���s = 0� ( �= 1, � , a; � = 1, � , r ) , ( 9)

� � �
n

s= 1

���
��q s
���s = 0� ( �= 1, � , b; � = 1, � , r )�� ( 10)

则系统存在 r 个函数独立的第一积分

� � L��0 + �
n

s= 1

�L
��qs
���s + �� = C

�
, ( � = 1, � , r )�� ( 11)

证�因无限小变换( 5) 是广义准对称变换, 故有[ 4]

� � �I +�
t
2

t
1

d
dt

(��) + �
n

s= 1
Q
�
s�qs dt = 0, ( 12)

其中 �= �( t , q ) 为任意可微函数��

利用 �与 �运算的关系, 并考虑( 5) , 有

� � �qs = �
r

�= 1

��( �
�
s - �qs�

�
0 ) = �

t

�= 1

�����s�� ( 13)

将( 8) 、( 11) 式代入( 12) , 得

� ��
t
2

t
1

�
r

�= 1

��
d
dt

L�
�
0 + �

n

s = 1

�L
��qs
���s + �

�
-
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� � � � � � �
n

s= 1

d
dt
�L
��qs

-
�L
�qs

- Q
�
s �qs dt = 0, ( 14)

其中 ��= �
r

�= 1

���
���

因为无限小群变换( 5) 满足关系( 9) 和( 10) , 故

� ��
t
2

t
1

�
r

�= 1
�� �

a

�= 1
���

n

s= 1

�f �
�qs
���s dt = 0, ( 15)

� ��
t
2

t
1

�
r

�= 1

�� �
b

�= 1

���
n

s= 1

���
��qs
���s dt = 0�� ( 16)

将( 14) 、( 15) 和( 16) 式相加, 有

� ��
t
2

t
1

�
r

�= 1

��
d
dt

L�
�
0 + �

n

s= 1

�L
��qs
���s + �

�
- �

n

s= 1

d
dt
�L
��q s

-
�L
�qs

-

� � � � � � Q
�
s - �

a

�= 1
��
�f �
�qs

- �
b

�= 1
��
���
��q s
���s dt = 0�� ( 17)

因为积分域是任意的而 ��彼此独立, 因此对于所研究的单面约束系统( 1) ~ ( 3) 的实际轨道,

有

� � d
dt

L��0 + �
n

s= 1

�L
��qs
���s + �� = 0� ( �= 1, � , r) ,

或者

� � L��0 + �
n

s= 1

�L
��qs
���s + �� = C

�� ( �= 1, � , r)�� 证毕��

定理 1 可称为受单面约束的动力学系统的 Noether 定理��利用该定理可以由已知对称性

求出系统的守恒律��值得指出: 由于约束方程( 1) , ( 2) 为不等式, 因此条件( 9) , ( 10) 比双面约

束系统相应的条件苛刻得多, 从而大大限制了无限小群变换的生成函数的选择范围而导致守

恒量数目的大大减少, 例如, 单面约束系统一般不存在广义能量积分��

当 r = 1时, 定理 1 退化为如下推论 1��

推论 1�对于单面约束系统( 1) ~ ( 3) , 如果无限小群变换的生成元 �s, �0 以及规范函数 �

满足

� � �
n

s= 1

�f
�qs

( �s - �qs�0) = 0� ( �= 1, � , a) , ( 18)

� � �
n

s= 1

���
��q s

( �s - �qs�0) = 0� ( �= 1, � , b ) , ( 19)

� � �
n

s= 1

�L
�qs
�s + �

n

s = 1

�L
��qs
��s + L - �

n

s= 1

�L
��q s
�qs ��0 +

�L
�t
�0 +

� � � � � � �
n

s= 1
Q
�
s( �s - �qsN0) + ÛK( t , q , Ûq ) = 0, ( 20)

则系统存在守恒量

  E

n

s= 1

5 L
5 Ûq s

Ns + L - E

n

s= 1

5 L
5Ûqs

Ûqs N0 + K = const# ( 21)

推论 1 已由另文基于微分变分原理研究给出# 

如果系统仅受双面理想 �¶Ä±¶³ 型非完整约束
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( t , q , Ûq ) = 0  ( B = 1, , , b) , ( 22)

有   E

n

s= 1

5 U B

5 Ûq s
Dqs = 0  ( B= 1, , , b )# ( 23)

将( 13) 式代入( 23) 式, 并考虑到 EL 的独立性, 得

  E

N

S = 1

5 U B

5 Ûq s
�N

L
s = 0# ( 24)

由定理1 得:

推论 2 对于双面理想非完整非保守动力学系统, 如果有限群 Gr 的无限小群变换( 5) 是

广义准对称变换, 同时这些无限小群变换又满足 �¶Ä±¶³ 定义, 则此非完整系统存在 r 个形如

( 11) 的函数独立的第一积分# 

推论 2 已由文献[ 4] 给出# 

如果系统没有单面约束( 1) 、( 2) , 则定理 1 给出:

推论 3 对于双面理想完整非保守动力学系统, 如果有限群 Gr 的无限小群变换( 5) 是广

义准对称变换, 则系统存在 r 个形如( 11) 的函数独立的第一积分# 

2  单面约束系统的 Noether 逆定理

现在研究根据已知第一积分来寻求相应的无限小广义准对称变换问题# 

假设单面约束系统( 1) ~ ( 3) 有 r 个彼此函数独立的第一积分

  5
L
( t , q , Ûq ) = C

L
~ ( L = 1, , , r ) ( 25)

因此有

  
d 5 L

dt
= 0 ( 26)

将( 3) 的第一组方程两端乘以�NLs 并对 s 求和, 再将结果与( 26) 式相减, 得

  
5 5 L

5t
+ E

n

s = 1

5 5
L

5 qs
Ûq s + E

n

s = 1

5 5
L

5 Ûqs
&q s - E

n

s= 1
E

n

j= 1

5
2
L

5 Ûq s5 Ûqj
&qj + E

n

j = 1

5
2
L

5Ûqs5 qj
Ûqj +

      
5

2
L

5 Ûq s5 t
-

5L
5 qs

- Q
d
s - E

a

A= 1

K A

5 f A
5 qs

- E

b

B= 1

L B

5 U B

5 Ûqs
�N

L
s = 0, ( 27)

由( 27) 式中 &qs 的系数为零, 得到

  5 5
L

5 Ûqs
- E

n

j= 1

5
2
L

5Ûqj5 Ûq s
�N

L
j = 0  ( s = 1, , , n; L = 1, , , r )# ( 28)

设对所论单面约束力学系统, 其Lagrange 函数的Hess 行列式

  | hjs | =
5

2
L

5 Ûqj 5 Ûqs
X 0, ( 29)

因此, 存在矩阵 H = + hjs + 的逆矩阵H
- 1

= + �hjs + , 有

  E

n

s= 1
�hksh sj = Dkj , ( 30)

其中 Dkj 是 Kronecker 符号# 

解线性方程组( 28) , 我们得到

  �NLj = E

n

s = 1

�h js
5 5

L

5 Ûqs
  ( j = 1, , , n; L = 1, , , r) ; ( 31)

令
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= LN
L
0 + E

n

s= 1

5 L
5Ûqs

�N
L

s + K
L
, ( 32)

那么

  NL0 = L
- 1

5
L

- E

n

s = 1

5 L
5Ûqs

�N
L

s - K
L

  ( L = 1, , , r ) , ( 33)

这样, 在已知积分 5
L
时, 由( 33)、( 31) 可确定无限小群变换( 5) 式# 

如果对于所论单面约束力学系统, 无限小群变换满足关系

  E

n

s= 1

5 fA
5 qs

�N
L
s = 0  ( A = 1, , , a; L = 1, , , r ) , ( 9)

  E

n

s= 1

5 U B

5 Ûq s
�N

L
s = 0  ( B = 1, , , b; L = 1, , , r ) , ( 10)

将( 9) 、( 10) 和( 32) 式代入( 27) 式, 整理得

  
d

dt
LN

L
0 + E

n

s= 1

5 L
5Ûqs

�N
L

s - E

n

s = 1

d
dt

5L
5 Ûqs

-
5L
5qs

- Q
d
s �N

L
s =

      -
d
dt

K
L

  ( L = 1, , , r )# ( 34)

由文献[ 4] 的判据 4, 它是广义准对称变换# 于是, 有下述定理# 

定理 2 如果已知单面约束系统( 1) ~ ( 3) 的 r 个函数独立的第一积分, 那么由( 5) , ( 31) 和

( 33) 确定的无限小群变换, 只要满足关系( 9) ( 10) , 必是系统的广义准对称变换# 

定理 2 可称为单面约束系统的Noether 逆定理# 

显然, 对双面理想非完整系统, 定理 2 给出:

推论 4 如果已知双面理想非完整非保守动力学系统的 r 个函数独立的第一积分, 那么

由( 5) , ( 31) 和( 33) 确定的无限小群变换, 只要满足 �¶Ä±¶³ 定义, 必是系统的广义准对称变换# 

推论 4 已由文献[ 4] 给出# 

如果系统不存在约束( 1) ( 2) , 则定理 2成为:

推论 5 如果已知双面理想完整非保守动力学系统的 r 个函数独立的第一积分, 那么由

( 5) , ( 31) 和( 33) 确定的无限小群变换必是系统的广义准对称变换# 

值得指出: 若系统不存在非势广义力 Q
d
s, 则上述定理及推论中广义准对称变换成为准对

称变换
[ 4]

, 此时若 K
L

= 0, 则为对称变换
[ 4]

# 

3  算  例

例1  设质量为 m 的质点在不低于光滑直线y = x 的铅垂平面中运动# 试研究其对称性

与守恒律# 

这是一个简单的具有单面完整约束的动力学问题# 选取广义坐标 q 1 = x , q2 = y# 系统

的Lagrange 函数为

  L =
1
2

m( Ûq
2
1 + Ûq

2
2) - mgq 2# ( 35)

约束方程为

  f = q 2 - q 1 \ 0# ( 36)

现取生成函数和规范函数为

  N0 = - 1, N1 = Ûq 2, N2 = Ûq 1, K = mgq1 - mÛq1 Ûq 2, ( 37)
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则有

  t
*

= t - E, q
*
1 = q 1 + EÛq 2, q

*
2 = q2 + EÛq1# ( 38)

由文献[ 4] 可知, 变换( 38) 是系统的准对称变换, 且有

  E

2

s= 1

5 f
5 qs

�Ns = - ( N1 - Ûq 1 N) + ( N2 - Ûq 2 N0) = 0# ( 39)

按定理1, 系统存在第一积分( 11) , 即

  5 =
1
2 m( Ûq 1 + Ûq 2)

2
+ mg( q1 + q2) = const, ( 40)

反之, 由( 40) 可求出对应的无限小群变换( 38)# 实际上, 因为

  5 5
5Ûq 1

= m ( Ûq 1 + Ûq 2) ,
5 5
5 Ûq 2

= m( Ûq1 + Ûq2) , ( 41)

又

  
5L
5Ûq 1

= mÛq 1,
5L
5Ûq 2

= mÛq 2,

故

  
52

L
5Ûqj5 Ûqs

= mDjs  ( j , s = 1, 2) , ( 42)

  �hjs =
1
m

Djs  ( j , s = 1, 2) , ( 43)

由( 31) 求得

  �N1 = Ûq1 + Ûq2, �N2 = Ûq 1 + Ûq 2, ( 44)

式( 33) 给出

  N0 = L
- 1

-
1
2

m( Ûq 1 + Ûq 2)
2

+ mg( q1 + q2) - K , ( 45)

现在取

  K = mgq1 - mÛq1 Ûq 2, ( 46)

将( 46) 代入( 45) ,

  N0 = - 1, ( 47)

从而, ( 44) 给出

  N1 = Ûq2, N2 = Ûq 1, ( 48)

比较( 46) ~ ( 48) 和( 37) , 便得结论# 

例 2 考虑一个质量为 m 的质点在重力作用下的运动# 系统的Lagrange 函数为

  L =
1
2

m( Ûq
2
1 + Ûq

2
2 + Ûq

2
3) - mgq 3, ( 49)

它的运动受有单面约束

  f = q 1 \ 0, ( 50)

  U= Ûq
2
1 + Ûq

2
2 - Ûq

2
3 \ 0, ( 51)

已知系统有第一积分

  5 = mÛq 2Ûq 3 + mgq2 = const, ( 52)

由于

  
5 5
5Ûq 1

= 0,
5 5
5Ûq 2

= mÛq 3,
5 5
5Ûq 3

= mÛq 2, ( 53)

又
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2
L

5Ûqj5 Ûqs
= mDjs  ( j , s = 1, 2, 3) ,

  �hjs =
1
m

Djs  ( j , s = 1, 2, 3) ,

故( 31) 式给出

 �N1 = 0, �N2 = Ûq3, �N3 = Ûq 2, ( 54)

将( 54) 代入( 33) , 有

  N0 = L
- 1

[- mÛq 2 Ûq 3 + m gq 2 - K] , ( 55)

取

  K = - mÛq 2Ûq 3 + mgq2, ( 56)

则

  N0 = 0, ( 57)

将( 57) 代入( 54) , 并考虑到�Ns = Ns - ÛqsN0, 得

  N1 = 0, N2 = Ûq 3, N3 = Ûq 2, ( 58)

容易验证

  E

3

s= 1

5 f
5 qs

�Ns = 0, E

3

s= 1

5 U

5 Ûq s
�Ns = 0, ( 59)

故变换

  t
*

= t , q
*
1 = q 1, q

*
2 = q2 + EÛq3, q

*
3 = q3 + EÛq 2, ( 60)

是系统的广义准对称变换, 因 Q
d
s = 0( s = 1, 2, 3) , 故上述广义准对称变换, 实际上为准对称变

换# 
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