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摘要: � 利用单调迭代方法, 在 Banach 空间中研究了更为一般的一阶脉冲微分方程的初值问题的

最小最大拟解的存在性及迭代逼近程序��
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引 � �言

文[ 1]在 R
k 空间讨论了一阶脉冲微分系统初值问题 ( IVP)

� �

u�= f ( t , u , u) � � ( t � ti ) ,

� u | t = t
i

= Ii ( u ( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

u( 0) = x 0,

( * )

的最小最大拟解的存在性及迭代逼近、本文, 我们研究了一般的实 Banach空间中更为一般的

一阶脉冲微分方程初值问题( IVP)

� �

u�= f ( t , u , u, Tu , Su) � ( t � t i ) ,

� u | t = t
i

= Ii ( u ( ti ) , u( t i ) ) � ( i = 1, 2, � , m ) ,

u( 0) = x 0

( 1)

的最小最大拟解的存在性及迭代逼近,其中: f � C [ J � E � E � E � E, E ] , E为实的 Banach

空间 ,

� � J = [ 0, a ] , a > 0, 0 < t 1 < t 2 < � < tm < a, Ii � C[ E, E ] ,

� � � u | t+ t
i
= u( t

+
i ) - u( t

-
i ) ( i = 1, 2, � , m ) , x 0 � E , Tu ( t ) = �

t

0
k ( t , s) u ( s) d s,

� � Su( t ) = �
1

0
h( t , s ) u( s ) ds, k � C [ D, R

+
] , � h � C[ D0, R

+
] ,

� � D = ( t , s) � R
2
: 0 � s � t � a ,

� � D0 = ( t , s ) � R
2
: 0 � t , s � a} ��

记 k0 = max k ( t , s) : ( t , s) � D , h0 = max h( t , s ) : ( t , s ) � D0 ,N = 1, 2, � , n ,
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� � 

作为直接推论, 我们得到了一阶脉冲微分方程初值问题( IVP)

� �

u�= f ( t , u , Tu, Su) � ( t � ti ) ,

� u | t = t
i

= Ii ( u ( ti ) ) � ( i = 1, 2, � , m ) ,

u( 0) = x 0,

( 2)

的最小最大解的存在性及迭代逼近��

本文结果将文[ 1]的 R
k 空间扩充为一般的实 Banach空间,这是用文[ 1] 的方法所不能得

到的�� 同时, 本文结果放宽了文[ 1] ~ [ 3] 的增性条件,放宽了文[ 2]、[ 3] 的紧型条件,去掉了

f 在每个I � RR � BR � BR 上一致连续这一强的假设�� 因而,本文改进和推广了最近的许多结

果��

1 �预备知识和引理

本文总假定 E 为实的 Banach空间, J = [ 0, a]�� 记 J 0 = [ 0, t 1] , J 1 = ( t1, t 2] , � , J m =

( tm , a] , J�= J / t 1, t 2, � , tm �� 令 PC [ J , E ] = x : J � E: x ( t ) 在 t � t i时连续,在 t = t i

时左连续,且右极限 x ( t
+
i ) 存在, i = 1, 2, � , m �� 在范数 � x � PC = sup

t � J
� x ( t ) � 下, PC[ J ,

E ] 成为一个 Banach空间�� 令 K = x � PC[ J , E ] : x ( t ) � 0, t � J ,易证 K 为PC [ J , E ]

中的锥�� 序区间[ u0, v0] PC = x � PC [ J , E] : u0( t ) � x ( t ) � v0( t ) , t � J ��

设 P 是E 中的锥,则 P 在E 中导出一个半序�� , 由 K 在PC [ J , E ] 中导出的半序仍用

�� 表示�� E 中的锥P 称为正规的,若存在常数 N > 0,使对任意 x , y , � E, � � x � y ,有

� x � � N � y �� 锥 P 正 规 的 充 要 条 件 是 E 中 的 任 何 序 区 间 [ x , y ] =

z � E : x � z � y 都是有界的; 锥 P 称为正则的,若对 E 中的每一个序有上界的递增序列

都有极限�� 分别用 �(�)和 �(�) 记Kuratowski和Hausdorff非紧性测度,设 B是E中的有界集,

则有

� � �( B ) � �( B ) � 2�( B )�� ( 3)

为了证明主要结果, 需要下列引理:

引理 1�1[ 4] � x � P � �( x ) � 0, � � � P
* ��

引理 1�2[ 5] �若 B � C[ I , E ] 是等度连续的有界集, 则 �( B) = �( B ( I ) ) , �( B( I ) ) =

max
t � I
�( B ( t ) ) , 其中

� � B( t) = u( t ) : u � B � E ��

引理 1�3[ 4] �设 E 是可分的Banach空间, J = [ a, b ] , x n � C[ J , E ] ,若存在 � � L [ a ,

b] ,使得 � xn ( t ) � � �( t ) , t � J , n � N,则 �( t ) = �( xn ( t ) : n � N ) 是可积的, 且

� � � �
b

a
x n( t ) dt : n � N ��

b

a
�( t ) dt ��

引理 1�4[ 6] �设 J = [ a , b] , B � C [ J , E] 是等度连续的有界集,则 �( u( t ) : u � B )

关于 t � J 连续,且

� � � �
b

a
u( t ) dt : u � B ��

b

a
� u( t ) : u � B dt��

引理 1�5�若 m ( t) � C[ I , R ] , I = �t 0, t 0+ b] 满足: 当 I = [ t 0, t 0+ b] 时, m( t 0) � 0,

当 I = ( t 0, t 0 + b] 时, m( t
+
0 ) = lim

t � t
0
+ 0

m ( t) � 0,且当 t � ( t 0, t0 + b ) 时有
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� � m�( t ) �- Mm( t ) - Q�
t

t
0

k ( t , s ) m ( s ) ds, ( 4)

其中 M > 0, Q � 0为满足下列条件之一的常数 :

1) � Q = 0, M > 0;

2) � bQk0( eMb
- 1) � M ;

3) � b( M + bQk 0) � 1,

则 m ( t) � 0� � ( t � I )��

证明 �若 1)成立,则易证 m( t ) � 0� ( t � I )��

若2)和 3)成立,有如下两种情况:

a) � I = [ t0, t 0 + b] ,

若2)或 3)成立,则由[ 7]引理 1知 m ( t) � 0, ( t � I )��

b) � I = ( t 0, t0 + b ] ,

令� m
*

( t ) =
m ( t ) � � ( t � ( t 0, t0 + b ] ) ,

m ( t
+
0 ) � � ( t = t 0) ,

则 m
*

( t ) � C( [ t 0, t 0+ b ] , R) , 且 m
*

( t0) = m( t
+
0 ) � 0, 则由( 4) 及 a) 知 m

*
( t ) � 0, ( t �

[ t0, t 0 + b] ) ,即 m( t) � 0, ( t � t 0, t 0 + b] ) ��

为方便起见,列出本文用到的假设

H1) �存在 u0, v0 � PC [ J , E] � C
1
[ J�, E] , u0 � v 0是 IVP( 1) 的一对拟下、上解,即

� �

u
�
0 � f ( t , u0, v0, Tu0, Su0) , � � ( t � ti ) ,

� u0 | t= t
i
� I i ( u0( ti ) , v0( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

u0( 0) � x 0��

� �

v
�
0 � f ( t , v0, u0, Tv0, Sv0) , � � ( t � t i ) ,

�v0 | t = t
i
� I i ( v0( ti ) , u0( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

v0( 0) � x 0��

H1)��存在 u0, v0 � PC[ J , E ] � C
1
[ J�, E ] , u0 � v0 是 IVP( 2) 的一对下、上解,即

� �

u
�
0 � f ( t , u0, Tu0, Su0) , � � ( t � t i ) ,

� u0 | t= t
i
� I i ( u0( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

u0( 0) � x 0��

� �

v
�
0 � f ( t , v0, Tv0, Sv0) , � � ( t � ti ) ,

�v0 | t = t
i
� I i ( v0( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m ) ,

v0( 0) � x 0��

H2) �对 � t � J , x , y , x
*

, y
* � [ u0, v0] PC , x

* � x , y
* � y

� � f ( t , x , y
*

, Tx , Sx ) - f ( t , x
*

, y , Tx
*

, Sx
*

) �- M( x - x
*

) - QT( x - x
*

)

且对 � u0( ti ) � x
* � x � v0( t i ) , u0( ti ) � y

* � y � v0( ti ) ��

� � I i ( x , y
*

) � Ii ( x
*

, y ) � � ( i = 1, 2, � , m ) ,

其中 M > 0, Q � 0为满足下列三条件之一的常数:

1) � Q = 0, M > 0;
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2) � aQk 0( eMa
- 1) � M ;

3) � a( M + aQk 0) � 1��

H2)��对 � t � J , x , x
* � [ u0, v0] PC, x

* � x ,

f ( t , x , Tx , Sx ) - f ( t , x
*

, Tx
*

, Sx
*

) �- M( x - x
*

) - QT ( x - x
*

) 且对 � u0( t i ) � x
*

� x � v0( ti ) ,

� � I i ( x
*

) � Ii ( x ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

其中 M > 0, Q � 0是满足 H2) 中三条件之一的常数

H3) �对 � t � I 及单调有界序列B1, B 2 � [ u0, v0] PC ,有

� � �(f ( t , B1( t ) , B2( t ) , TB1( t ) , SB1( t ) ) ) � L 1max �( B1( t ) ) , �( B2( t ) ) +

� � � � � � L2�( TB1( t ) ) + L3�( SB1( t ) ) ;

� � �( I i ( B 1( t i ) , B2( ti ) ) ) � M imax �( B1( ti ) ) , �( B2( t i ) ) , ( i = 1, 2, � , m) ,

其中 L j � 0( j = 1, 2, 3) 与 M i � 0( i = 1, 2, � , m) 为常数且满足

� � 2a( L 1 + M + aL2 k0 + aL 3 h0 + 2aQk0) + �
m

i = 1

M i < 1��

H3)��对 � t � I 及单调有界序列B � [ u0, v0] PC ,有

� � �(f ( t , B( t ) , TB( t ) , SB( t ) ) ) � L1�( B( t ) ) + L2 �( TB ( t ) ) + L3�( SB ( t ) ) ,

� � �( I i ( B ( ti ) ) ) � M i ( �( B ( ti ) ) ) � ( i = 1, 2, � , m) ,

其中 L j � 0( j = 1, 2, 3) , Mi � 0( i = 1, 2, � , m ) 为常数且满足

� � 2a( L 1 + M + aL2 k0 + aL 3 h0 + 2aQk0) + �
m

i = 1
M i < 1��

2 �主 要结 果

定理 2�1 �设 E是实Banach空间, P是E中正规锥, 若假设H1) ~ H3) 成立,则 IVP ( 1) 在

[ u0, v0] PC 中存在最小最大拟解对( u
*

, v
*

) , 更进一步, 以 u0, v0为初始元, 作迭代列

� �

un ( t ) = e- Mt x 0 +�
t

0
[ f ( s , un- 1( s ) , vn- 1( s ) , Tun- 1( s) , Sun- 1( s) ) +

� � � �Mun- 1( s ) - QT( un - un- 1) ( s ) ] eMS ds +

� � � � �
0< t

i
< t

exp[- M( t - t i ) ] I i ( un- 1( ti ) , vn- 1( ti ) ) ,

vn ( t ) = e- Mt
x 0 +�

t

0
[ f ( s , vn- 1( s) , un- 1( s) , Tvn- 1( s ) , Svn- 1( s) ) +

� � � �Mvn- 1( s) - QT ( vn - vn- 1) ( s) ] eMSds +

� � � � �
0< t

i
< t

exp[- M( t - t i ) ] I i ( vn- 1( ti ) , un- 1( ti ) ) ,

( 5)

则 un ( t ) 和 vn( t ) 在 J 上分别一致收敛于u
*

( t ) 和 v
*

( t ) ,且满足

� � u0 � u1 � � � un � � � u
* � v

* � � � vn � � � v1 � v 0�� ( 6)

证明 �对任意给定的 g, h � [ u0, v0] PC, 考察一阶线性微分方程初值问题 ( IVP)
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� �

u�= f ( t , g , h, Tg , Sg ) - M ( u - g) - QT ( u - g) , ( t � ti ) ,

� u | t = t
i

= Ii ( g ( ti ) , h( t i ) ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

u( 0) = x 0��

( 7)

直接验证可知

� � u( t ) = e- Mt x 0 +�
t

0
[ f ( s, g( s ) , h( s) , Tg( s ) , Sg( s ) ) + Mg( s ) -

QT( u - g ) ( s) ] e
Ms

ds + �
0< t

i
< t

exp[- M ( t - ti ) ] Ii ( g( t i ) , h( t i ) )

是 IVP ( 7)在 PC[ J , E ] � C
1
[ J�, E ] 中的唯一解�� 对 g, h � [ u0, v0] PC,令

� � A ( g , h) ( t ) = e- Mt
x 0 +�

t

0
[ f ( s, g ( s) , h ( s) , Tg( s ) , Sg( s) ) + Mg( s) -

QT ( u - g ) ( s ) ] e
Ms

d s + �
0< t

i
< t

exp[- M ( t - ti ) ] Ii ( g ( ti ) , h ( ti ) ) ,

( 8)

则 A 映[ u0, v0] PC � [ u0, v0] PC入PC[ J , E ] � C
1
[ J�, E ] ,且迭代列( 6) 可表为

� � un = A( un- 1, vn- 1) , � � vn = A( vn- 1, un- 1)�� ( 9)

更进一步地,算子 A 满足 :

1) � u0 � A( u0, v0) , ( A ( v0, u0) � v0) ,

2) � A( g1, h1) � A( g2, h2) � � ( � g1, g2, h1, h2 � [ u0, v0] PC; g1 � g2, h2 � h1) ��

先证 1) �令 u1 = A( u0, v0) ,则由 A 的定义知:

� �

u
�
1 = f ( t , u0, v0, Tu0, Su0) - M ( u1 - u0) - QT ( u1 - u0) � � ( t � ti ) ,

� u1 | t= t
i
= I i ( u0( ti ) , v0( ti ) ) � � ( i = 1, 2, � , m) ,

u1( 0) = x 0��

( 10)

令 w = u0 - u1,对 � � � P
*

, 令 m( t ) = �( w ( t ) ) , t � J ,则由假设H1和( 10) 式可知 m( 0)

� 0,且当 t � ti 时有

� � m�( t ) = �( w�( t ) ) �- Mm( t) - QTm ( t) , ( 11)

从而由引理1�5知, m( t) � 0, t � J 0,故由 �的任意性可知w( t ) � 0, t � J 0,特别地 w ( t 1)

[ 0,而

  $w | t = t
1

= $ u0 | t = t
1
- $ u1 | t= t

1
[ 0# 

故 w ( t
+
1 ) = $w | t= t

1
+ w( t1) [ 0,从而 m( t

+
1 ) [ 0, 于是由( 11) 式及引理 115知 m( t) [ 0,

t I J 1# 类似地我们可证 m( t) [ 0, t I J 2, , , Jm ,于是 w ( t) [ 0, t I J ,因此 u0 [ A ( u0,

v0)# 同理可证 A( v0, u0) [ v0 # 

再证 2)  令 x 1 = A ( g1, h1) , x 2 = A ( g 2, h2) ,则由H2) 和算子 A 的定义可得( x 1- x2) ( 0)

= 0,且当 t X ti 时有

  x
c
1 - x

c
2 = f ( t , g 1, h1, Tg , Sg1) - M ( x 1 - g1) - QT( x1 - g1) -

f ( t , g 2, h2, Tg 2, Sg 2) - M( x 2 - g2) - QT ( x 2 - g 2) [

- M ( x 1 - x 2) - QT ( x 1 - x 2)# 

对 P U I P
*

,令 m( t) = U( w ( t ) ) = U( x 1( t ) - x 2( t ) ) ,则 m( 0) = 0, 且当 t X t i 时有

  mc( t ) [ - Mm( t ) - QTm( t)# ( 12)
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同( 1)的证明,我们有 m( t) [ 0, t I J 0, J 1, , , Jm# 因此 A( g1, h1) [ A( g2, h2) # 

由 u0 [ v0, ( 1) 和( 2) 式, 利用归纳法易得

  u0 [ u1 [ , [ un [ , [ vn [ , [ v1 [ v0# ( 13)

且 A 映[ u0, v0] PC @ [ u0, v0] PC入 [ u0, v0] PC # 

下证 un ( t ) 和 vn( t ) 分别在 J 上一致收敛于某u
*

( t ) , v
*

( t ) I [ u0, v0] PC# 事实上,

由 P 的正规性易知K 是正规的,故序区间[ u0, v0] PC 有界,对任意的 g , h I [ u0, v 0] PC,由假设

H1) 和H2) 可得

  u
c
0 + Mu0 + QTu0 [ f ( t , u0, v0, Tu0, Su0) + Mu0 + QTu0 [

      f ( t , g , h, Tg , Sg) + Mg + QTg [

      f ( t , v0, u0, Tv0, Sv0) + Mv0 + QTv0 [

      v
c
0 + Mv0 + QT 0,

于是 f ( t , g , h, Tg , Sg) : g, h I [ u0, v0] PC 是PC[ J , E] 中的有界集, 令

  B10 = un | n = 0, 1, 2, , ,  B20 = vn | n = 0, 1, 2, , ,

  B1 = un | n I N ,  B2 = vn | n I N ,

由 [ u0, v0] PC有界及( 13) 式知, B i 0, B i ( i = 1, 2) 都是[ u0, v0] PC中的单调有界列,再由( 7) 式易

知

  u
c
n = f ( t , un- 1, vn- 1, Tun- 1, Sun- 1) - M( un - un- 1) - QT ( un - un- 1) ( t X ti ) , ( 14)

  v
c
n = f ( t , vn- 1, un- 1, Tvn- 1, Svn- 1) - M ( vn - vn- 1) - QT ( vn - vn- 1) ( t X t i ) , ( 15)

故 u
c
n 、 v

c
n 是PC[ J , E] 中的有界集,由中值定理易证 Bi 0, B i ( i = 1, 2) 在每个 Ji ( i = 1, 2,

, , m) 上等度连续,由引理 112, 我们有

  
A( B i 0) = max

t I J
A ( B i0( t ) ) = A( B i 0( J ) )  ( i = 1, 2) ,

A( B i ) = max
t I J

A ( B i ( t ) ) = A( B i ( J ) )  ( i = 1, 2) # 
( 16)

又由非紧性测度的知识知 A( Bi 0( t ) ) = A( B i ( t ) ) , i = 1, 2# 令 m ( t) = A( B1( t ) ) , n( t ) =

A( B2( t ) ) ,则 m( 0) = n( 0) = A( x 0 ) = 0,且 m( t ) , n( t ) I C[ I , R
+

] ,对每个 n,由 un( t )、

vn( t ) 的连续性可推知 un( t ) , vn( t ) : t I J i ( i = 1, 2, , , m) 是E中的可分集,故不失一般性

可设 E 是可分的 Banach空间, (否则可用 un( t ) , vn( t ) : t I J , n I N 生成的 E 中的闭子空

间来代替) ,于是由( 8) , ( 9) , ( 3) 式及引理 113可得

  m( t) [ A Q

t

0
e- M( t- s)

[ f ( s , B 10( s) , B20( s ) , TB 10( s) , SB10( s ) ) + MB10( s ) -

QT( B1 - B10) ( s ) ] ds + E
0< t

i
< t

A ( Ii ( B 10( t i ) , B20( ti ) ) [

2Q

t

0
[ B( f ( s, B10( s) , B 20( s) , TB10( s ) , SB10( s) ) ) + MB( B10( s ) ) +

2QB( TB 1( s) ) ] ds + E

m

i = 1
M imax m ( ti ) , n ( ti ) [

2Q

t

0
[ A(f ( s, B10( s ) , B20( s) , TB10( s ) , SB10( s ) ) ) + Mm( s ) +

2QA( TB1( s) ) ] ds + E

m

i= 1

Mimax m ( J ) , n( J ) [
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2Q

t

0
[ ( L 1 + M )max m( s ) , n( s ) + ( L 2 + 2Q) A( TB 1( s ) ) +

L 3 A( SB1( s ) ) ] d s + E

m

i= 1
M imax m( J ) , n( J ) # ( 17)

由 B1( s ) 的一致有界性及 k ( t , s ) , h( t , s ) 的一致连续性可得 k ( t , s) B1( s )、h( t , s ) B1( s) 是

一致有界的,且在 J 上是分段等度连续的,于是由引理 114得

  A( TB1( s ) ) [ A Q

t

0
k ( t , s ) B 1( s ) ds [ k0

Q

t

0
m ( s) ds ,

  A( SB1( s) ) [ A Q

1

0
h( t , s ) B 1( s) ds [ h0

Q

1

0
m( s ) ds# 

于是

  m( t) [ [ 2a( L1 + M + aL 2k 0 + 2aQk0 + aL 3 h0) + E

m

i= 1

Mi ] max m( J ) , n( J ) , ( 18)

同理可得

  n( t ) [ [ 2a( L1 + M + aL 2k 0 + 2aQk0 + aL 3 h0) + E

m

i= 1

Mi ] max m( J ) , n( J ) # 

( 19)

令 P( t) = max m ( t) , n( t ) ,则由( 18)、( 19) 式可得

  P( t) [ [ 2a( L1 + M + aL 2k 0 + 2aQk0 + aL 3 h0) + E

m

i= 1
Mi ] P ( J )# 

于是由( 16)式和假设H3)可知

  A( B i ) = 0, i = 1, 2# 

即 B i ( i = 1, 2) 是 PC [ J , E ] 中的相对紧集,从而 un 、 vn 分别存在子列 un
k , vn

k 一致收

敛于某 u
*

, v
*

I PC[ J , E ] ,又由K 的正规性及 un 、 vn 的单调性易证 un( t ) , vn ( t ) 在

E 中关于 t I J 分别一致收敛于u
*

( t ) , v
*

( t ) ,从而由( 13) 式易知( 6) 式成立# 

下证 u
*

, v
* 是 IVP ( 1) 的一对拟解, 对 P E > 0, 令 I 0, E = [ 0, t 1 - E] , 则 un( t ) ,

vn( t ) 关于 t I J 0, E一致收敛# 于是由( 14) 式, un( 0) = x 0 及文[ 5] 系2111知

  
u

* c
( t ) = f ( t , u

*
( t ) , v

*
( t ) , Tu

*
( t ) , Su

*
( t ) ) ( t I J 0, E) ,

u
*

( 0) = x 0# 

由 E的任意性有

  
u

* c
( t ) = f ( t , u

*
( t ) , v

*
( t ) , Tu

*
( t ) , Su

*
( t ) ) , t I [ 0, t 1) ,

u
*

( 0) = x 0# 

( 20)

类似于( 20)易证

  u
* c

= f ( t , u
*

, v
*

, Tu
*

, Su
*

) , t I ( ti , ti+ 1) , i = 1, 2, , , m ,

对每个 i ( 1 [ i [ m ) ,由 A 的定义,我们有

  un ( t
+
i ) = un( ti ) + Ii ( un- 1( ti ) , vn- 1( ti ) ) , ( 21)

而

  
un ( t

+
i ) y u

*
( t

+
i ) ,  un( t i ) y u

*
( ti ) ,

I i ( un- 1( ti ) , vn- 1( ti ) ) y Ii ( u
*

( ti ) , v
*

( ti ) )  ( n y ] ) ,
( 22)

于是由( 21)、( 22)两式及极限的唯一性可得
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u
*

| t= t
i
= u

*
( t

+
i ) - u

*
( ti ) = I i ( u

*
( t i ) , v

*
( ti ) )# ( 23)

由( 21)、( 23)两式知 u
*

I PC[ J , E ] H C
1
[ Jc, E ] ,且满足

  

u
* c

= f ( t , u
*

, v
*

, Tu
*

, Su
*

)  ( t X ti ) ,

$ u
*

| t= t
i
= I i ( u

*
( t i ) , v

*
( t i ) )   ( i = 1, 2, , , m) ,

u
*

( 0) = x 0# 

同理可得 v
*

I PC[ J , E] H C
1
[ Jc, E] , 且满足

  

v
* c

= f ( t , v
*

, u
*

, Tv
*

, Sv
*

) , ( t X ti ) ,

$ v
*

| t = t
i

= Ii ( v
*

( ti ) , u
*

( t i ) )   ( i = 1, 2, , , m ) ,

v
*

( 0) = x0# 

即 u
*

, v
* 是 IVP ( 1) 的一对拟解# 

由常规方法易证 ( u
*

, v
*

) 是 IVP ( 1) 的最小最大拟解对# 

当 P 为正则锥时, 由定义可知单调有界序列 un , vn 是收敛的、故 P 正则时, 由定理

211的证明过程可知H3) 可去掉# 若 E为弱序列完备的Banach空间, P 为正规锥, 则 P 为正

则的# 故在这种情况下H3) 亦可去掉# 由此得下面两个定理 :

定理 212  设 E 为弱序列完备的实 Banach空间, P 为E 中正规锥, 假设H1) ,H2)成立,则

定理 211的结论成立# 

定理 213 设 E 为实 Banach空间, P 为E 中正则锥,假设 H1) , H2)成立, 则定理 211的结

论成立# 

注 211 Rk 空间是弱序列完备的实 Banach 空间, 锥 ( x 1 , x 2 , , , xk ) : xi \ 0, i = 1, 2, , , k 是正规的,

由定理211的证明过程可知, 将假设H2) 中的非负常数换为相应的非负矩阵, 对Rk空间来说定理212的结论仍

成立# 故定理 212 是文[ 1] 定理的推广和改进# 而本文定理 211 是用文[ 1] 的方法所不能得到的# 

类似于定理 211、212、213,我们有下述推论# 

推论 211 设 E 是实的 Banach空间, P 为E 中正规锥, 假设H1)c ~ H3)c 成立, 则 IVP ( 2)

在[ u0, v 0] PC 中存在最小最大解u
*

, v
*

,进一步地, 以 u0, v0为初始值作迭代列

  

un( t ) = x 0e
- Mt

+
Q

t

0
e- M( t- s)

[ f ( s , un- 1( s ) , Tun- 1( s) , Sun- 1( s ) ) + Mun- 1( s ) -

    QT( un - un- 1) ( s) ] ds + E
0< t

i
< t

exp[- M ( t - ti ) ] Ii ( un- 1( t i ) ) ,

vn ( t ) = x 0e
- Mt

+
Q

t

0
e- M( t- s)

[ f ( s , vn- 1( s) , Tvn- 1( s) , Svn- 1( s) ) + Mvn- 1( s ) -

    QT( vn - vn- 1) ( s ) ] ds + E
0< t

i
< t

exp[- M( t - t i ) ] I i ( vn- 1( ti ) )# 

则 un ( t ) 和 vn( t ) 在 J 上分别一致收敛于u
*

( t )、v*
( t ) ,且满足

  u0 [ u1 [ , [ un [ , [ u
*

[ v
*

[ , [ vn [ , [ v1 [ v 0 # 

推论 212 设 E 为弱序列完备的实Banach空间, P为E 中正规锥,假设H1)c ~ H2)c成立,

则推论211的结论成立# 

推论 213  设 E为实Banach空间, P 为E中正则锥, 假设H1)c ~ H2)c成立,则推论 211的

结论成立# 
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注 212 推论211 改进和推广了文[ 2]定理 1,去掉了文[ 2] ~ [ 3] f 关于Tu项增的假设, 同时也去掉了 f 在

每个 I @ BR @ BR @ BR上一致连续这一强的假设# 推论 212, 21 3在特定条件下去掉了文[ 2] ~ [ 3] 关于紧型

条件的假设,为具体使用提供了方便# 由注 211 的说明可知,推论 212 也是文[ 1] 的推论的推广和改进# 

致谢  作者感谢导师刘立山教授、赵增勤教授的精心指导与帮助# 
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T h e I n i t i a l V a l u e P r o b l e m s o f F i r s t O r d e r I m p u l s i v e

D i f f e r e n t i a l E q u a t i o n s i n B a n a c h S p a c e s

S un Q in fu,  Luan Sh ix ia

( Depar tm ent of Mathem atics , Qufu Norm al Un iv er sity , Qufu , Shan dong 273165, P R China )

Abst ra ct : In this paper , by using of mono tone iterative technique, the existence and iterative approx-

imation of the minimax quasi_solutions of the initial value pr oblems for more general fir st order impu-l

sive differential equations in Banach spaces are inve stigated.

Key wo rds: Banach space; first o rder impulsive differ ential; measure of noncompactness; minimal

quasi_solution
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