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一类基于小波基函数插值的有限元方法
X
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摘要:  在分析具有大的梯度问题中, 将具有紧支集的小波基函数引入到传统的有限元插值函数

的构造中,对传统的插值方法进行修正# 对新的插值模式进行了数值稳定性(解的唯一存在性)分

析并通过分片分析讨论了解的收敛性, 新的插值模式所引入的附加自由度通过静力凝聚法来消

除,最后得到了基于变分原理的小波有限元列式# 
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引   言

很多实际问题往往具有大的梯度, 例如材料失稳(局部化)问题, 在材料的局部化带内具有

很高的应变梯度,传统的有限元方法,很难对这类问题进行精确的分析# 其它各种改进的有限

元分析,由于受分析方法上的限制, 也各有其局限性[ 1, 2] # 为了更好地分析具有大梯度的问

题,必须采用比传统的有限元方法有更高的分辨率的方法来进行分析# 小波分析是近年来迅

速发展起来的全新的分析方法,是现代分析学的完满结晶, 它在很多实际领域得到了广泛的应

用,最大的长处是可以根据实际需要任意改变分析尺度,具有很高的分辨率, 而且小波函数具

有紧支撑的特性,具有紧支撑集的正交小波函数极易构造[ 3, 4] , 正是描述大梯度问题的有力工

具# 对具有大梯度的区域,将正交小波基函数引入到传统的有限元的插值函数中去,在原有的

多项式插值函数上迭加小波项插值函数,建立新的, 修正了的插值模式,而相应引入的附加自

由度通过静力凝聚法来消除, 对普通的区域(非大梯度区域) ,则采用传统的有限元插值以减少

计算,通过相应的变分原理推导小波有限元列式来求解,这便是小波有限元的含义# 

1  二维多分辨分析

设 Vj j I Z 是L
2
( R) 中的一串闭子空间列, 容易证明, 张量积空间 V

2
j j I Z,其中 V

2
j = Vj

ª Vj构成L
2
( R

2
) 的一个多分辨分析,当且仅当 Vj j I Z是L

2
( R ) 的一个多分辨分析,这时二维

多分辨分析 V
2
j j I Z的尺度函数 5( x , y ) = U( x ) U( y ) 其中 U是一维多分辨分析 Vj j I Z的尺

度函数# 对每一个 j I Z, 函数系 5j, k
1
, k

2
= Uj, k

1
( x ) Uj , k

2
( y ) | ( k1, k 2) I Z

2
构成 V

2
j 的规

范正交基# 将空间 L
2
( R

2
) 的这样一个多分辨分析 V

2
j j I Z 称作为可分离的# 

定义小波空间 W
2
j = ( V

2
j )

L 即 V
2
j © W

2
j = V

2
j- 1,则有下述定理

[ 5]
:
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定理 1  设 V
2
j j I Z 是L

2
( R

2
) 的一个可分离多分辨分析:

V
2
j = Vj ª Vj ,其中 Vj j I Z是空间L

2
( R ) 的一个多分辨分析,其尺度函数为 U,小波函数

为 W,定义 3个函数:

  W1( x , y ) = U( x ) U( y ) , W2( x , y ) = U( x ) W( y ) , W3( x , y ) = W( x ) W( y ) , (1)

则对任何 j I Z,函数系

W1j ; k, m( x , y ) = Uj, k( x ) Wj , m( y ) , W2j ; k, m( x , y ) = Wj , k( x ) Uj , m( y ) ,

W3j ; k, m( x , y ) = Wj , k( x ) Wj , m( y ) ,
(2)

构成空间 W
2
j 的规范正交基# 

函数系 WEj ; k, m | E= 1, 2, 3; j , k, m I Z 是L
2
( R

2
) 的一个规范正交基# 

设给定一个可分离多分辨分析,分析函数 f ( x , y ) ,则有阵列 CJ
1
, k

1
, k

2 ( k 1, k 2) I Z
2
,使

  f ( x , y ) = A J
1
f ( x , y ) = E

k
1
, k

2

CJ
1
; k

1
, k

2
5J

1
; k

1
, k

2
( x , y ) , (3)

将上式两端分别与 5 j+ 1; m
1
, m

2
, WEj+ 1; m

1
, m

2
( E= 1, 2, 3) 做内积,有

  f ( x , y ) = A J
1
f ( x , y ) = AJ

1
+ 1f + D

1
J
1
+ 1f + D

2
J
1
+ 1f + D

3
J
1
+ 1f , (4)

其中

  AJ
1
+ 1f = E

m
1
, m

2
I Z

CJ
1
+ 1; m

1
, m

2
5J

1
+ 1; m

1
, m

2
, (5)

  D
E
J
1
+ 1f = E

m
1
, m

2
I Z

D
E
J
1
+ 1; m

1
, m

2
WEJ

1
+ 1; m

1
, m

2
  ( E= 1, 2, 3) , (6)

重复这个过程, J 2_J 1步之后,有

  f ( x , y ) = A J
2
f ( x , y ) + E

J
1
+ 1

j= J
2

E
E= 1,2, 3

D
E
jf ( x , y ) , (7)

此即二维Mallat算法# 

2  插值函数的构造

考察图1所示的域 8 上的问题,假定大的梯度局限于域 8W上,在域 8W上将位移场分解

为两部分 :

  u = u
F

+ u
W

,

其中   u
W

= 0   (在 #u G #WF上) ,

  u
F

= u
*  (在 #u 上) ,

#是域 8 的边界,由已知位移边界 #u 和应力边界 #t 组成 #WF是位于 8 内的 8W的边界# 

u
F
为有限元的常规多项式插值部分, 它是协调部分

  u
F

= N
F
D

e
, (8)

N
F
为有限元插值函数, D

e
为结点位移列阵# 

u
W为小波项插值部分,它是插值函数中的非协调附加项,

  u
W

= N
W
a, (9)

N
W为小波项插值函数, a 为内部自由度# 

引入了小波项位移插值函数后,相应的单元的应变场可表述为:

  E= EF + EW (10a)
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图  1

或    Eij = EFij + EWij (10b)

1) 一维插值函数的构造

对于某些大梯度的问题, 总是其某一分量变

得非常大,例如局部化问题
[ 2]

,我们利用这一特点

来构造一个一维的小波项插值函数, 这可使问题

的复杂性降低# 

  EWij = u
W
( i, j) = N imn, j (�x 1, �x 2) amn =

Tij (�x 2) 7mn(�x 1) amn, (11)

则该应变在 �x 1 方向具有高的分辨率 (见图

1)# T ij (�x 2) 表征了局部化应变模式的分量, 结合

分叉分析[ 1]
, 可有T ij = sym( minj ) ,其中 n和m表由分叉分析所得到的局部化带的方向和局部

化应变场的单位矢量# 这样有

  B
W

= T 7 , (12)

  N
W
imn = miQ8

W

7mn ( t )dt , (13)

这样来选取 7mn( t )

  7 mn ( t ) = 7mn ( t ) + Kmn, (14)

其中 Wmn( t ) 是具有紧支集的正交小波函数, Kmn 是一待定参数,其值可由分片试验来调整# 

2) 二维插值函数的构造

对二维情形

  EWij = B
W
j; k , ma

E
j ; k, m  ( i , j , k , m I Z ) , (15)

其中 i , j 表分辨尺度, k , m 表平移参数(位置参数) , E= 1, 2, 3# 

记    B
W
j = ( B

W(1)
j ; k , m , B

W( 2)
j; k , m , B

W(3)
j ; k, m) , ai = ( a

1
i; k , m , a

2
i ; k , m , a

3
i ; k, m) ,

则

  EWij = B
W
ij ai# (16)

我们这样来构造 B
W
j :

  B
W( E)
j ; k, m = WEj ; k, m + KEj; k , m  ( E= 1, 2, 3) , (17)

其中 WEj ; k , m由(3) 式所定义, KEj ; k, m( E= 1, 2, 3) 是待定参数# 

3  非协调分析与分片试验

对基于最小势能原理的Ritz法而言,确保有界势能泛函以及位移等量收敛于精确解的条

件是泛函的二次型部分是椭圆的, 即系统变形能

  U( u) =
1
2

3R( u) , E( u) 4 \ C+ u +2  ( C为正常数) , (18)

另一方面,依照数学上的 Lax_Milgram引理, 如果上面的泛函椭圆条件成立, 则相应的广义变分

解唯一存在# 因此, 研究变分近似解稳定性的关键是要求泛函的椭圆性# 由热力学定理推知,

对于一个处于等温和绝热过程的弹性变形体,其自然稳定状态的客观存在意味着其变形能函

数 A( u) 必为正定,即

  A ( u) =
1
2 E

T
CE\ 0, (19)
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等号仅对 E= 0成立# 由此极易得到下述能量不等式

  QV
A( u)dV \ c +E+2

, (20)

其中 c 为正常数, +E+ = +Du + = (QV
ET Ed V)

1/ 2# 

对一满足了几何边界条件的无刚体位移弹性体系而言, +E+ = 0 ] u = 0,可见 +E+也
是 u 的模,这样存在正常数 A,使得

  P u I u( V) ,  +E+ \ A+u +, (21)

不等式( 20)可进一步表示为:存在正常数 B= cA2,使得

  P u I u( V) ,  QV
A( u)d V \ B+u +2

, (22)

这就是变形能的椭圆条件[ 6]# 

对内参型非协调元,单元试解由两部分组成,即 u = uq + uK其中uq = N qq为常规的位移

插值函数, 我们约定 uq 满足完备性要求,能反映单元的全部刚体位移和常应变状态, uK= NK

由单元内部位移参数 K定义,它通常是非协调的,而且不含刚体位移# 对应的单元应变 E=

Bqq + BKK# 

定理 2  无刚体运动的内参型非协调元体系的解的唯一存在性由下列应变基独立条件保
证:

  BK= [ BK
1
BK

2
,] 与 Bq = [ Bq

1
Bq

2
,] 线性独立 (23)

在( 23)条件下,内参型非协调元体系保留了变形能的椭圆性,相应的离散解唯一存在# 

对由( 12)式和( 17)式所定义的 B
W

,很显然 B
W和 B

F是线性无关的,这极易用反证法得到

证明# 若 B
W 与 B

F 线性相关 # 则存在一组不全为零的常数 c
F
i 与一组不全为零的常数

c
W( E)
j ( i , j I Z ) , E= 1, 2, 3,使得

  c
F
iB

F
i + c

W
j B

W( E)
j = 0 (24)

成立,将上式进行简单变形

  c
F
iB

F
i + c

W(E)
j K

(E)
j; k , m = - c

W( E)
j W

( E)
j ; k , m ,

很明显,上式右端线性组合所得到的函数属于函数空间 L
2
( R

2
) ,而左端是普通的多项式函数,

它不属于 L
2
( R

2
)# 因此(24) 式成立只能有 c

F
i = 0, c

W( E)
j = 0,由此推得 B

W与 B
F线性独立,

因此, 基于小波基插值的小波有限元法其解是唯一存在的, 然而, 解的唯一存在并不能保证解

能收敛到真实解,为保证解的收敛性,非协调部分必须满足分片试验,这个试验确定单元是否

能一致地得到常应变状态,若能满足分片试验,则每个单元均能收敛# 分片试验的条件是 :

  Q8
e

B
W
dV = 0,

由此条件可确定插值函数中的待定参数,对二维插值问题, 有

  QA
( W

E
j ; k, m + K

E
j ; k . m)dA = 0,

即    KEj ; k , m = -
1
AQA

WEj ; k , mdA, (25)

其中 A 表单元的面积# 这样,由(15) , (17) 和(27) 式所确定的插值函数既保证了解的唯一存

在性又保证了解的收敛性# 对(10) 式所表示的应变场,我们定义刚度子矩阵

K 11 = Q8
e

( B
F
)
T
DB

FdV, K 12 = K 21 = Q8
e

( B
F
)
T
DB

WdV, K 22 = Q8
e

( B
W

)
T
DB

Wd V, (26)
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其中 8e 为单元域, D 是材料切向刚度张量# 由于引入了小波项插值函数所带入的单元的内

部自由度 a 值可用静力凝聚法来获得 :

  Ûa = - K
- 1
22K 21ÛDe

, (27)

单元的等效单元刚度为

  K = K 11- K 12K
- 1
22 K 21# (28)

4  小波有限元列式分析

Hellinger_Reissner变分原理是有限元中较广泛使用的变分原理, 它用平衡方程和协调条件

来刻划Euler 势函数如下:

L ( Ûu, ÛE) = Q8

1
2

D ijkl ÛEij ( Ûuk , l + Ûul , k) -
1
2

D ijkl ÛEij ÛEkl - Ûf iÛui dV - Q5 8
S

Ût iÛui ds, (29)

其中 8为体积域,5 8S为应力边界, f 和t分别表示体积力和外加应力# 按静力凝聚法,我们可

以建立如下的位移和应变两个场插值方程 :

  ui = E
N

d

a= 1

DiaNa( x ) ,  ÛE= BÛu = ( B
F

- B
F
K

- 1
22 K 21) Ûu# (30)

将插值场( 30)式代入Hellinger_Reissner势函数,则可得到离散化的 Euler方程为:

  E
e

Q8
e( B

F
)
T
DB dV Ûu = E

e

Ûf 1, (31a)

  Q8
eB

T
D ( B

F
- B)dV Ûu = 0, ( 31b)

其中 Ûf 1 为单元力,其计算式为

  ( f 1) ia = Q8
e f iNad V+ Q5 8e

S

t iNads# (32)

将( 31)式进行变形,则得到:

  
K 11 K 12

K 21 K 22

u

a
=

f 1

0
# (33)

若消去内部自由度 a,则最终的有限元求解方程为:

  Ku = f , (34)

其中   K = K 11- K 12K
- 1
22 K 21# (35)

5  结   语

小波有限元的含义是在有限元的插值函数中引入小波项插值函数,它主要应用于分析具

有大的梯度及具突变性质的问题, 若对普通问题小波有限元并无重大的实际意义# 小波有限

元法由于采用小波函数来构造其插值函数,因此它继承了小波分析多分辨率的特性,可以对大

的梯度及具突变性质的问题给出较高分辨率的分析,这是其最大的优点# 利用非协调分析及

分片试验确定了解的数值稳定性及收敛性,同时也给出了插值函数的构造方法,加之具有紧支

集的正交小波基函数极易构造的,而且计算也相对较容易(例如 Daubechies系列小波) ,因此这

将是分析大梯度及具突变性质问题的有力工具# 
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The Finite Element Method Based on Interpolating

With Wavelet Basis Function

Luo Shaoming,  Zhang Xiangwei
( Shantou Univer sity , Shantou , Guan gdong 515063, P R China )

Abstract: The compactly supported wavelet basis functions are introduced into the construction of in-

terpolating function of traditional finite element method when analyzing the problems with high grad-i

ent, and the traditional interpolating method is modified. The numerical stability of the new interpo-

lating pattern is discussed and the convergence of the new method is also discussed by patch test ana-l

ysis. The additional freedom of the new interpolating pattern is eliminated by static condensation

method. Finally, the wavelet finite element formulations based on variational principles are put for-

ward.

Key words: wavelet analysis; finite element method; nonconforming analysis
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