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递推阻尼最小二乘法的收敛性与稳定性
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摘要:  递推最小二乘法是参数辨识中最常用的方法, 但容易产生参数爆发现象# 因此对一种更

稳定的辨识方法 ) ) ) 递推阻尼最小二乘法进行了收敛特性的分析# 在使用算法之前先归一化测

量向量,结果表明, 参数化距离收敛于一个零均值随机变量, 并且在持续激励条件下, 适应增益矩

阵的条件数有界# 参数化距离的方差有界# 
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引   言

系统辨识是一种数学建模的新方法,这种方法在工程上已获得日益广泛的应用# 其最主

要的应用背景是工业过程自动控制# 我们可以在不知道复杂工业过程内部机理的条件下,利

用过程的输入输出信息, 通过参数辨识来建立过程的数学模型# 因而研究参数辨识方法的收

敛性具有重要的理论意义和实际意义# 

递推最小二乘法是参数辨识中用得最多的一种算法, G. C. Goodwin、R. Lozano、L. Ljung 等

曾对最小二乘法进行了收敛性分析
[ 1] ~ [ 3]# 但它存在一些缺点[ 4]

, 如, 随着协方差矩阵的减小

参数易产生爆发现象;参数向量和协方差矩阵的初值选择不当会使得辨识过程在参数收敛之

前结束;在存在随机噪声的情况下, 参数易产生漂移, 出现不稳定等# 为防止参数产生爆发现

象, K. Levenberg 提出在参数优化算法中增加一个阻尼项增加算法的稳定性
[ 5]# 本文推导了带

有阻尼项的递推最小二乘法辨识算法, 并给出了其收敛性与稳定性分析# 

1  递推阻尼最小二乘法

考虑单输入_单输出系统:

  y ( t ) + E
na

i= 1
aiy ( t - i ) = E

nb

i= 1
biu( t - i ) + w ( t ) , (1)

其中, w( t ) 为高斯白噪声# 

若令

  UT
( t ) = [- y ( t - 1) , ,, - y ( t - na ) , u( t - 1) , ,, u( t - nb) ] , (2)
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  HT0 = [ a1, a2, ,, ana, b 1, b2, ,, bnb ] , (3)

则( 1)式可写成向量形式:

  y ( t ) = UT
( t ) H0+ w ( t ) , (4)

将系统归一化, 则

  + U( t ) +2 [ 1# (5)

这时, 对于给定的阶次 n,基于模型(1) 式的最小二乘估计问题可以表述如下:通过对系统

量测到的输入输出量测值 y ( k ) , u( k ) , k = t - T , ,, t ,按照如下优化准则函数确定 H0的

估计量 :

  J = E
t

k= t- T

Bt- k [ y ( k) - UT
( k) Ĥ( t ) ] 2

+ L+ Ĥ( t ) - Ĥ( t - 1) +2
, (6)

其中, 0 < B [ 1为遗忘因子# 选择 B的不同值就可得到不同的遗忘效果# B越小,遗忘速度

越快,或者说记忆越短# L \ 0为阻尼因子, 调整 L,控制参数 Ĥ的变化率# 

假定根据 t 时刻采样数据得到的最小二乘估计量为 Ĥ( t )# 

定理 1  以( 6)为准则函数对模型( 1)进行参数估计可由以下递推公式得到:

  Ĥ( t ) = Ĥ( t - 1) + BLP( t ) [ Ĥ( t - 1) - Ĥ( t - 2) ] +

P( t ) U( t ) [ y ( t ) - UT
( t ) Ĥ( t - 1) ] , (7)

  P( t )
- 1
= L(1 - B) I + BP( t - 1)

- 1
+ U( t ) U( t )

T# (8)

对 P( t ) 进行递推求解,得

  P( t ) =
1
B

Pc( t ) - Pc( t ) U( t ) UT
( t ) Pc( t )

B+ U
T
( t ) Pc( t ) U( t )

, (9)

  Pc( t ) = P( t - 1) - E
n

i= 1

P
c
i- 1( t - 1) rir

T
iP

c
i- 1( t - 1) Lc

1+ r
T
iP

c
i- 1( t - 1) riLc

, (10)

  P
c
i ( t - 1) = P

c
i- 1( t - 1) -

P
c
i- 1( t - 1) rir

T
iP

c
i- 1( t - 1) Lc

1 + r
T
iP

c
i- 1( t - 1) riLc

, (11)

  P
c
0( t - 1) = P( t - 1) , (12)

其中 ri 是 r1的后继向量,

  r1 = [ 1, 0, ,, 0] T
, (13)

  Lc = (1- B) L/ B# (14)

证明: (略)

2  收敛性与稳定性

定义 F ( t) 为 y ( t ) , u( t ) 生成的子 R 代数的增序列, 并且引进下述关于序列

w ( t) 的基本假定:

  E w ( t ) | F( t - 1) = 0   a. s. , (15)

  E w ( t )
2
| F ( t - 1) = R2 < ]   a. s. # (16)

定理 2  考虑用于归一化系统( 1)的在( 15)、( 16)式假定下的算法( 7) ~ ( 14)# 若

( a) 持续激励

  E
t+ N

i = t+ 1
U( i ) U( i ) T \ D1I > 0   P t a. s. , (17)

其中 N 是 U( t ) 的维数, N = na + nb# 
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( b) 0 < B [ 1 - E, E> 0, L2 [ D2
1B

2N+ 3
, (18)

则算法( 7) ~ ( 14)具有如下特性:

( � ) KminP( t )
- 1 \ pmin = D1B

N
> 0,   t \N  a. s. , ( 19)

( � ) Kmax P( t )
- 1 [ pmax = 1/ E< ] , (20)

( � ) lim
t y ]
E �H( t ) | F ( t - 1) = 0   a. s. , (21)

( � ) lim
t y ]

supE �H( t ) T�H( t ) [
Bpmaxpmin

Bp 2
min- L2R

2
< ]   a. s. , (22)

其中, KminP( t )
- 1和 Kmax P( t )

- 1 分别表示 P( t )
- 1 的最小和最大的特征值,�H( t ) = H0- Ĥ( t )

表示参数估计值与真值间的距离# 

证明

( � ) ( 8)式可写成:

  P( t )
- 1
= L(1 - Bt ) I + BtP(0)- 1

+ E
t- 1

i= 0

BiU( t - i ) U( t - i ) T
, (23)

则

  KminP( t )
- 1 \ Kmin E

t- 1

i= 0

BiU( t - i ) U( t - i )
T \

Kmin E
t- 1

i= t- N

BiU( t - i ) U( t - i )
T # (24)

由于 t - N [ i [ t - 1,所以

  Bt- i \ BN# (25)

由( 17)、( 18)得

  KminP( t )
- 1 \ D1B

N
= pmin > 0   t \N a. s. , (26)

( � ) 式得证# 

( � ) 设矩阵 Q( t )
- 1 由下式给出:

  Q( t )
- 1
= L(1 - B) I + BQ( t - 1)- 1

+ I / N, Q(0)- 1
= P(0)- 1

, (27)

因此   trQ( t )- 1
= NL(1- B) + Bt rQ( t - 1) - 1

+ 1, (28)

其中, trQ( t )
- 1
表示 Q( t )

- 1
的迹# 

由( 8)式得:

  trP( t )- 1 [ NL(1- B) + Bt rP( t - 1) - 1
+ + U( t ) +2

, (29)

因为 + U( t ) +2 [ 1,假定 t - 1时刻成立:

  trP( t - 1)
- 1 [ trQ( t - 1)

- 1
, (30)

则由归纳法可得:

  trP( t )- 1 [ trQ( t )- 1# (31)

现在的目的是要建立 trQ( t )- 1 的如下形式的上界:

  trQ( t )- 1 [ 1/ E# (32)

用归纳法加以证明# 假定 t - 1时刻成立,即:

  trQ( t - 1)- 1 [ 1/ E, (33)

要得到( 32)式,由( 28)式得:

  NL(1 - B) + BtrQ( t - 1)- 1
+ 1 [ 1/ E# (34)

由于 NL(1 - B) \ 0,所以
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  BtrQ( t - 1)- 1
+ 1 [ 1/ E# (35)

B应满足下式:

  B [ [ trQ( t - 1)- 1
]
- 1
(1- E) / E, (36)

因此,可选择如下的 B:

  B [ 1- E=
1
E

- 1 1 - E
E

[ [ trQ( t - 1)- 1
]
- 1 1- E

E
, (37)

可得   Kmax P( t )
- 1 [ trP( t ) - 1 [ trQ( t )- 1 [ 1/ E, (38)

( � )式得证# 

从( 28)式可得

  trQ( t )- 1
= Bt trQ(0)- 1

+ [ 1+ NL(1 - B) ] E
t- 1

i= 0
Bi [ 1

E
, (39)

所以   E
t- 1

i= 0
B
i [ 1

E
= pmax , (40)

( 40)式将在证明( � )时用到# 

( � ) 令

  �H( t ) = H0- Ĥ( t ) , (41)

由( 4)、( 7)和( 41)式可得:

  �H( t ) = [ I + BLP( t ) - P( t ) U( t ) U( t )T ]�H( t - 1) -

BLP( t )�H( t - 2) - P( t ) U( t ) w ( t )# (42)

由( 8)式得:

  I + BLP( t ) - P( t ) U( t ) U( t ) T
= LP( t ) + BP( t ) P( t - 1) - 1# (43)

将( 43)式代入( 42)式, 且等式两边同乘以 P( t )
- 1 得:

  P( t )
- 1
�H( t ) - L�H( t - 1) =

      B[ P( t - 1)- 1�H( t - 1) - L�H( t - 2) ] - U( t ) w ( t ) =

      Bt- 1
[ P(1)- 1�H(1) - L�H(0) ] - E

t- 2

i= 0
BiU( t - i ) w ( t - i )# (44)

令    P(1) - 1�H(1) - L�H(0) = a, (45)

代入( 44)式,且等式两边同乘以 P( t ) 得:

  �H( t ) = LP( t )�H( t - 1) + Bt- 1
P ( t ) a - P( t ) E

t- 2

i= 0

BiU( t - i ) w ( t - i )# (46)

因为 U( t ) 与 w ( t ) 无关, 所以

  E �H( t ) | F( t - 1) = Lt F
t- 1

t= 0

P( t - i ) E �H(0) +

      E
t- 1

i= 0
LiBt- i- 1 F

i

j = 0
P( t - j ) a# (47)

由( 19)、( 47)式知:

  +E �H( t ) | F ( t - 1) + [ L
t F
t- 1

i= 0
+P( t - i ) + +E �H(0) ++

      Bt- 1 E
t- 1

i= 0

L
B

i

F
i

j= 0

+P ( t - j ) + +a + [
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      Lt ( Kmax P( t ) )
t +E �H(0) ++ Bt- 1 E

t- 1

i= 0

L
B

i

( Kmax P( t ) )
i + a + [

      
L

D1B
N

t

+E �H(0) + + Bt- 1 E
t- 1

i= 0

L
D1B

N+ 1

i

+a +# (48)

对( 48)式两端取极限,并由( 18)式,可得:

  lim
t y ]
E �H( t ) | F ( t - 1) = 0   a. s. , (49)

( � )式得证# 

( � ) 根据( 46)式,可得:

  �H( t ) T
P( t )

- 1�H( t ) = L2�H( t - 1)T P( t )�H( t - 1) + 2LBt- 1
a

T
P( t )�H( t - 1) +

      E
t- 2

i= 0
z ( t - i - 1) w ( t - i ) +

      E
t- 2

i= 0
B
i
U( t - i )

T
w ( t - i ) P( t ) E

t- 2

i= 0
B
i
U( t - i ) w ( t - i ) + B

2t- 2
a

T
P( t ) a =

      L
2
�H( t - 1)

T
P( t )�H( t - 1) + 2LB

t- 1
a

T
P( t )�H( t - 1) +

      E
t- 2

i= 0

z 1( t - i - 1) w ( t - i ) +

      E
t- 2

i= 0

B2iU( t - i ) T
P( t ) U( t - i ) w2

( t - i ) + B2t- 2
a

T
P( t ) a, (50)

其中, z ( t - i - 1) , z 1( t - i - 1) 表示所有与 w ( t - i ) 相乘的项的系数# 

由( 19)知 P( t ) 有上界,所以:

  a
T
P( t ) a [ M   (M 为常数) , (51)

  a
T
P( t ) E �H( t - 1) [ R   ( R 为常数)# (52)

由( 20)得:

  Kmax P( t ) [ 1/ pmin# (53)

由( 9)、( 10)式知:

  P( t ) [ 1
B
P( t - 1) , (54)

所以,由( 50)、( 51)、( 52)、( 54)式得:

  KminP( t )
- 1
E +�H( t ) +2 [ E �H( t )T P( t )- 1�H( t ) [

      L
2

BE �H( t - 1)
T
P ( t - 1)�H( t - 1) + 2LB

t- 1
R +

      E
t- 2

i= 0
BiU( t - i ) T

P( t - i ) U( t - i ) E w( t - i )
2
+ B2t- 2

M# (55)

考虑到:

  U( t ) T
P ( t ) U( t ) = U( t ) T 1

B
Pc( t ) - Pc( t ) U( t ) U( t )T Pc( t )

B+ U( t )
T
Pc( t ) U( t )

U( t ) =

      U( t ) T
Pc( t ) U( t )

B+ U( t ) T
Pc( t ) U( t )

[ 1, (56)

所以,由( 19)、( 40)、( 53)和( 56)式得:

  E +�H( t ) +2 [ L2

Bp 2
min
E +�H( t - 1) +2

+
2LBt- 1

pmin
R +

pmax

pmin
R2
+
B2t- 2

pmin
M [
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L2

Bp 2
min

t

E +�H(0) +2
+

2LR
pmin

Bt- 1 E
t- 1

i= 0

L
Bpm in

2i

+

      
pmax

pmin
R2 E

t- 1

i= 0

L2

Bp 2
min

i

+
B

2t- 2
M

pm in
E
t- 1

i= 0

L2

B3
p

2
min

i

# (57)

对( 57)式两端取极限,并由( 18)式得:

  lim
t y ]
E +�H( t ) +2 [

pmax

pmin
R

2
lim
t y ] E

t- 1

i= 0

L
2

Bp 2
min

i

=
Bpmaxpm in

Bp
2
min - L

2R
2   a. s. , (58)

( � )式得证# 

定理证毕# 

3  结 束语

本文对另一种辨识算法 ) ) ) 递推阻尼最小二乘法进行了收敛特性分析# 结果表明, 在持

续激励条件下, 参数化距离收敛于一个零均值、方差有界的随机变量,并且适应增益矩阵有界

且正定# 
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Convergence and Stability of Recursive Damped

Least Square Algorithm

Chen Zengqiang,  Lin Maoqiong,  Yuan Zhuzhi

( Depar tm en t of Computer an d Sy stem Science , Nanka i Un iver sity , T ianjin 300071, P R Chin a )

Abstract: The recursive least square is widely used in parameter identification. But it is easy to bring

about the phenomena of parameters burst_off. A convergence analysis of a more stable identification

algorithm_recursive damped least square is proposed. This is done by normalizing the measurement

vector entering into the identification algorithm. It is shown that the parametric distance converges to

a zero mean random variable. It is also shown that under persistent excitation condition, the

condition number of the adaptation gain matrix is bounded, and the variance of the parametric

distance is bounded.

Key words: system identification; damped least square; recursive algorithm; convergence; stability
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