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一阶混合型积分微分方程的周期边值问题
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摘要:  在有一般化的上下解的条件下, 研究了一阶混合型积分微分方程的周期边值问题的可解

性和最小最大解的存在性# 讨论基于迭合度方法, 单调迭代方法和新的比较定理# 
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引   言

考虑下面一阶混合型积分微分方程的周期边值问题(简记为 PBVP)

  uc= f ( t , u , T 1u , T 2u)   ( a. e. t I I ) , (1)

  u(0) = u(2P)# (2)

这里, I = [ 0, 2P] , f 满足 Caratheodory条件, T1是Volterra积分算子,T2 是Fredholm积分算子,

定义为

  (T 1u) ( t ) = Q
t

0
K 1( t , s ) u( s )ds,

  (T 2u) ( t ) = Q
2P

0
K 2( t , s) u( s)ds ,

    K 1 I L
]
( J ) , K 2 I L

]
( I @ I ) ,

而    J = ( t , s) | 0 [ s [ t [ 2P # 

在 f 及T1,T2连续且 f 不含T 2u 的特殊情形, PBVP (1) ~ (2) 的讨论见[ 1 ~ 5] ,应用一般

化的上下解方法[ 6]
, 迭合度方法和单调迭代技术, 我们分别在第二节和第三节中研究了

PBVP(1) ~ (2) 至少有一个解和有最小最大解的问题# 我们的讨论依赖于第一节中给出的新

的比较定理,并且[ 1 ~ 5] 中获得比较定理的方法对我们这里的一般情形是不适用的# 

1  比 较定 理

下面两个比较定理是我们讨论的基础# 

引理 1  设 M > 0, N1, N2 \ 0是常数, K 1 I L
]
( J ) , K2 I L

]
( I @ I ) 是正函数, u I

W
1, 1
( I ) (Sobolev 空间) ,如果

  uc( t ) [ - Mu( t ) - N1T1u( t ) - N 2T2u ( t )   ( a. e. t I I ) , (3)
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  u(0) [ u(2P) , (4)

且

  
2P(N1 k1+ N2 k2)

M
< 1+

( e2PM - 1) 2

16P
2
M
2 -

e2PM- 1
4PM , (5)

则 u ( t ) [ 0, P t I I ,这里, k 1 = +K 1+ ] , k 2 = +K 2 + ] 是K 1, K 2 的本性有界模# 

引理 2  设 u I W
1, 1
( I ) , M, N 1, N2及 T1,T2 满足引理 1的条件( (3) , (4) 除外)# 如果

  uc( t ) \Mu ( t) + N1T1u( t ) + N 2T2u ( t )   ( a. e. t I I ) ,

  u(0) \ u(2P) ,

则引理1的结论成立# 

注 1 如果 N 2 = 0, 或K 2 S 0, 则引理1退化为[ 3, 引理211] ,引理 2退化到[ 5, 引理212]# 但我们注意到,

[ 3] , [ 5] 中所用的方法对我们的一般情形是不适用的, 同时, 我们还注意到, u (2P) < 0 意味着 p (2P) =

u( 2P) e- 2MP> u(2P) , 因此, [ 5,引理 212] 的证明似乎通不过,为证明我们的引理 1 和引理 2,需证下面的引理

3,它的获得受了 Erbe和郭大钧教授的文[ 7] 的启发# 

引理 3  设一阶线性方程

  uc( t ) - Mu( t ) = N1T1u( t ) + N 2T2u ( t ) + R( t )   ( a. e. t I I ) (6)

满足边值条件

  u(0) = u(2P) + D# (7)

这里 M X 0, N 1, N2 I R且满足

  | N1 k1 | + | N 2k 2 | <
| M |
2P

, (8)

那么, ( 6) ~ ( 7)恰好有一个解,即

  u( t ) = R1( t ) + Q
2P

0
Q( t , s ) R1( s) ds +Q

2P

0
H ( t , s ) R( s )ds , (9)

这里,

  R1( t ) =
DeMt

1 - e2MP
; H ( t , s ) = G ( t , s ) + F ( t , s ) ;

  G( t , s ) =

eM( t- s)

1 - e2PM
 (0 [ s [ t [ 2P) ,

eM(2P+ t- s)

1 - e2PM
 (0 [ t [ s [ 2P) ;

  F( t , s ) = Q
2P

0
Q( t , r ) G ( r , s )dr;

  Q( t , s) = E
]

n = 1

K
( n)
3 ( t , s ) ;

  K
( n)
3 ( t , s ) = N 1Q

2P

0
,Q

2P

0
K 3( t , r 1) K 3( r1, r2) ,K 3( rn- 1, s )dr1 ,drn- 1;

  K 3( t , s) = N 1Q
2P

s
G ( t , r) K 1( r , s) dr + N2Q

2P

0
G ( t , r ) K 3( r , s)dr # 

证  直接计算, 可以证明, ( 6) ~ ( 7)等价于

  u( t ) = R1( t ) + w ( t ) + Q
2P

0
K 3( t , s) u ( s)ds ,

这里,
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  w ( t) = Q
2P

0
G ( t , s) R( s)d s,且Q

2P

0
G( t , s )ds = -

1
M
,

  | K 3( t , s) | [ | N 1k1 |Q
2P

s
| G( t , r ) | dr +

| N 2k2 |Q
2P

0
| G( t , r ) | dr [

( | N 1k 1 | + | N2 k2 | )Q
2P

0
| G ( t , r) | dr =

| N 1k 1 | + | N2 k2 |

| M |
S k3 <

1
2P
;

  K
( n)
3 ( t , s ) [ k

n
3(2P)

n- 1
= k 3[ k 3( 2P) ]

n- 1# 

因此, | Q( t , s) | 一致收敛且

  | Q( t , s) | [
k3

1- 2Pk3
# 

设

  Au( t ) = R1( t ) + w ( t ) + Q
2P

0
K 3( t , s ) u( s )ds,

那么,容易证明

  +Au - Av + [ 2Pk3 +u - v +   ( Pu , v I C ( I ) ) ,

这里, +u + = max u ( t ) : t I I # 因而, A : C( I ) y C( I ) 是一个压缩映象,从而有唯一的不

动点 u I C( I )# 进一步# 

  u = lim
n y ]

un, (10)

这里,

  u0( t ) = w ( t ) , un( t ) = Aun- 1( t )  ( n = 1, 2, ,)# (11)

并且容易证明, 由( 10) , ( 11)给出的不动点 u 就是由( 9)给出的解# 证毕# 

引理 2的证明  首先,我们证明

  R1( t ) + Q
2P

0
Q( t , s ) R1( s) ds [ 0,

这里,

  R1( t ) =
DeMt

1 - e2PM
, D= u(0)-u(2P) \ 0 ,

事实上,

  max
t, s I I

G( t , s) =
1

1 - e2PM
< 0, (12)

故K 3( t , s ) [ 0, K
( n)
3 ( t , s ) [ 0, 如果 n 是奇数,且 K

( n)
3 ( t , s) \ 0,如果 n是偶数,因此# 

  Q( t , s) \ E
]

m= 1
K
(2m- 1)
3 ( t , s) \

- k3

1- (2P) 2 k23
,

  Q
2P

0
Q( t , s ) R1( s)ds [

k3D
[ 1- (2P) 2k 23] ( e

2PM
- 1)Q

2P

0
esM ds =

k3D
M[ 1 - (2P) 2k 23]

,

且由

  max
t I I

R1( t ) =
D

1 - e2PM

和( 5)知,
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  R1( t ) + Q
2P

0
Q( t , s ) R1( s )ds [

      D
k 3

M[ 1 - ( 2P) 2k 23]
-

1

e2PM - 1
[ 0# 

其次,由

  G( t , s ) [ 0,Q
2P

0
G( t , s )ds = -

1
M
,

可证

  F( t , s ) [
k3

M [ 1- (2P)
2
k
2
3]
,

且由( 12) ,可证

  H ( t , s) [
k3

M[ 1 - (2P)
2
k
2
3]
-

1

e
2PM

- 1
[ 0# 

设 R( t ) = uc( t ) - Mu( t ) - N1T 1u( t ) - N2T2u( t ) ,

那么, R I Lc( I ) ,且 R( t ) \ 0, 对( a. e. t I I ) # 

最后,注意到( 5) ] ( 8) , 则由引理 3知

  u( t ) = R1( t ) + Q
2P

0
Q( t , s ) R1( s) ds +

Q
2P

0
H ( t , s ) R( s )ds [ 0,   ( P t I I )

证毕# 

引理 1的证明  证法类似于引理 2,我们仍使用引理 3,只需注意到,此时

  D= u(0) - u(2P) [ 0, R1( t ) =
De- Mt

1 - e
- 2MP [ 0 ,

  F( t , s ) \-
k3

1- (2P)2 k23
,H ( t , s) \ 1

e2PM- 1
-

k3

M [ 1- (2P) 2 k23]
\ 0 ,

  R( t ) = uc( t ) + Mu( t ) + N 1T1u( t ) + N2T 2u( t ) [ 0# 证毕# 

推论 1  设M > 0是常数, u I W
1, 1
( I ) , 如果下列条件之一成立, 则u ( t ) [ 0, ( P t I [ a ,

b] ) :

� ) uc( t ) + Mu ( t ) [ 0, a. e. t I [ a, b ] , u( a ) [ u( b) ;

� ) uc( t ) - Mu ( t ) \ 0, a. e. t I [ a, b ] , u( a ) \ u( b) # 

证  由于相似性,我们仅证情形� ) ,设 uc( t ) - Mu ( t ) = R( t ) , u( a) - u( b) = D,则类似

于引理3的证明,我们有

  u( t ) =
De

M( t- a)

1 - eM( b- a) +
Q
b

a
eM( t- s+ b- a) R( s)ds

1- eM( b- a) +Q
t

a
eM( t- s) R( s)ds =

-

DeM( t- a)
+ Q

t

a
eM( t- s) R( s)d s + Q

b

t
eM ( t- s+ b- a) R( s )ds

e
M( b- a)

- 1

由条件� )知, R( t ) \ 0, D \ 0,从而 u( t ) [ 0, P t I [ a, b] # 证毕# 

注 2 推论 1 的结论已在[ 4,引理 211]中给出, 但我们发现其证明是不成立的# 因为存在这样的连续函

数,它在任何区间上都不是单调的[ 8]# 
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引理 4[ 6]  给定 M > 0, 则存在 r > 0, 使对任何 u I W
1, 1
( I ) , u(0) = u(2P) ,有

  +uc+ Mu +1 \ r +u +W
1, 1
(I ) # 

2  至少一个解的存在性

定理 1  设 A, B I W
1, 1
( I ) 是(1) ~ (2) 的一般化的下解和上解, 即

  Ac( t ) \ f ( t , A( t ) , T1A( t ) ,T2A( t ) )   ( a. e. t I I ) ,

  A(0) \ A(2P) ;

  Bc( t ) [ f ( t , B( t ) ,T1B( t ) ,T2B( t ) )   ( a. e. t I I ) ,

  B(0) [ B(2P) ,

且 A( t ) \ B( t ) , P t I I ,那么(1) ~ (2) 至少有一个解 u I W
1, 1
( I ) , 满足 B( t ) [ u( t ) [

A( t ) ( P t I I ) # 

证  定义 C: I @ R y R , C( t , u ) = max B( t ) ,min u, A( t ) ,考虑修改后的方程

  uc( t ) = f ( t , C( t , u( t ) ) ,T1 C, T2C) - M[ u( t ) - C( t , u( t ) ) ] , (13)

  u(0) = u(2P) , (14)

这里  M > 0, 那么我们可以断言, (13) ~ (14) 的每个解 u( t ) 满足 B( t ) [ u( t ) [ A( t ) ( P t

I I ) # 

事实上,如果 P t I I , B( t ) \ u( t ) ,则 C( t , u( t ) ) = B( t ) ( P t I I ) ,因此# 

  ( B- u)c+ M( B- u) [ 0,

  B(0) - u(0) [ B(2P) - u(2P) # 

推论 1的� )表明 B( t ) - u( t ) [ 0,矛盾,因此, 存在 t 1 I I ,使 B( t 1) [ u( t 1) # 

假定存在 t 2 I ( t 1, 2P] 使 B( t 2) > u( t 2) , 那么存在 t3 I ( t1, t 2) ,使得 B( t 3) = u( t 3) 且

B( t ) > u( t ) , P t I ( t 3, t 2) ,此时, 在[ t 3, t2] 上应用推论1的 � ) 又可导致矛盾# 因而 B( t )

[ u( t ) ( P t I [ t 1, 2P]# 特别地, B(2P) - u(2P) [ 0# 又若存在 t4 I [ 0, t1] , 使得 B( t 4) >

u ( t4) , 则由 B(0) - u(0) [ B(2P) - u (2P) 知,存在[ c , d] < [ 0, t 4] ,使得 t4 I ( c, d ) , B( c) -

u ( c) = B( d) - u( d) = 0,且 P t I ( c, d) , B( t ) > u ( t )# 再用推论1的 � ) 又可导致矛盾,

因此, B( t ) [ u( t ) # 

类似地,可证

  u( t ) [ A( t )   ( P t I I ) # 

因此断言获证# 

其次, 借助于迭合度的连续性定理[ 9] , 我们证明( 13) _( 14)至少有一个解 u( t ) , 且由上述

断言, B( t ) [ u( t ) [ A( t ) ,从而 u( t ) 也是(1) ~ (2) 的解# 

定义 L : domL y L
1
( I ) , Lu = uc, Pu I domL ,

  domL = u I W
1, 1
( I ) : u( 0) = u (2P) ,

  N : W
1, 1
( I ) y L

1
( I ) , (Nu ) ( t ) = f ( t , C( t , u ( t ) ) , T 1C, T 2C) - M( u - C) ,

  A : M
1, 1
( I ) y W

1, 1
( I ) , Au ( t ) = - Mu( t ) # 

那么 PBVP( 13) ~ ( 14)等价于抽象方程

  Lu = Nu# (15)

考虑方程族

  Lu - (1 - K) Au - KNu = 0   ( K I [ 0, 1] )# (16)
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欲证( 15)有解,只须证( 16)先验有界,即存在不依赖于 KI [ 0, 1] 的常数 C,使对(16) 所有可能

的解 u,满足 +u +W
1, 1
(I) [ C# 

事实上,如果对某个 K I [ 0, 1] , u 是(16) 的一个解,则

  uc+ Mu = Kf (#, C,T1 C, T2C) + KMC# 

因为 B( t ) [ C( t , u( t ) ) [ A( t ) ( P t I I ) ,故存在常数 C 1, 使得 | C( t , u( t ) ) | [ C1( P t I
I ) # 

同时, f 满足Caratheodory条件, T1, T2有界线性算子,因此,存在 D I L
1
( I ) ,使 | f ( t , C( t ,

u ( t ) ) , T1C,T2 C) | [ D( t ) ,对 a. e. t I I ,因而 +uc+ Mu +1 [ +D+1+ 2PMC 1, 再由引理5知,

存在 C > 0,使 +u +W
1,1
(I ) [ C# 证毕# 

类似地,下列结果成立(证略)

定理 2  在定理 1中,如果 A( t ) [ B( t ) , P t I I ,则定理 1的结论也成立# 

3  最小最大解的存在性

在这一节, 我们应用单调迭代技术, 证明 PBVP( 1) ~ ( 2)的最小最大解的存在性,为方便起

见,先列出下面两个假设# 

H1) f ( t , u, v, w ) - f ( t , �u, �v , �w ) \- M ( u - �u ) - N1( v - �v ) - N 2( w - �w ) , 对 a. e. t I I

以及 B( t ) [ �u [ u [ A( t ) ,T1B( t ) [ �v [ v [ T1A( t ) ,T2B( t ) [ �w [ w [ T2A( t ) ;

H2) f ( t , u, v , w ) - f ( t , �u , �v , �w ) [ M ( u - �u ) + N 1( v - �v ) + N2( w - �w ) ,对 a. e. t I I 以

及 A( t ) [ �u [ u [ B( t ) , T1A( t ) [ �v [ v [ T1B( t ) , T2A( t ) [ �w [ w [ T2B( t ) # 

这里, M > 0, N1, N2 \ 0是常数# 

定理 3  设H1)和定理 1 的条件满足, 则条件( 5)意味着,存在序列 An ( t ) , Bn( t ) <

W
1, 1
( I ) ,使得

  B( t ) = B0( t ) [ B1( t ) [ , [ Bn( t ) [ , [

An ( t ) [ , [ A1( t ) [ A0( t ) = A( t ) , (18)

Bn( t ) y u* ( t ) , An( t ) y u
*
( t ) 一致收敛,且 u

*
, u* 分别是(1) , (2) 的最大解和最小解# 

证  给定 B I W
1, 1
( I ) , B [ G [ A,考虑线性PBVP

  uc( t ) + Mu( t ) = - N1T1u( t ) - N 2T2u ( t ) + R( t )   ( a. e. t I I ) , (19)

  u(0) = u(2P) , (20)

这里,

  R( t ) = f ( t , G( t ) ,T1G( t ) ,T 2G( t ) + MG( t ) + N 1T1G( t ) + N2T2G( t ) # 

根据引理 3, ( 19) ~ ( 20)恰好有一个解 u 由(9) 给出# 

定义 A: [ B, A] y W
1, 1
( I ) , AG= u, 则 G是(1) ~ (2) 的解当且仅当 G是A 的不动点,定义

B1 = AB,则

  Bc- Bc1 [ f ( t , B,T 1B,T2B) - f ( t , B, T1B,T2B) - M ( B- B1) -

N 1T1( B- B1) - N 2T2( B- B1) =

- M ( B- B1) - N 1T1( B- B1) - N 2T2( B- B1) ,

且    B(0) - B1(0) [ B(2P) - B1(2P)# 

据引理1,

  B( t ) [ B1( t ) = AB( t )   ( P t I I ) # 
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类似地,

  AA( t ) [ A( t )   ( P t I I ) # 

因此,我们有

  B [ A, B [ AB, AA [ A# 

下证 A 在[ B, A] 上是增的# 

设 B [ G2 [ G1 [ A, u i = AGi ( i = 1, 2) ,即

  u
c
i ( t ) + Mui ( t ) = - N 1T1u i ( t ) - N 2T 2u i ( t ) + Ri ( t ) ,

  ui (0) = u i (2P) ,

这里,

  Ri ( t ) = f ( t , Gi ( t ) , T1Gi ( t ) ,T 2Gi ( t ) ) + MGi ( t ) + N 1T1Gi ( t ) + N2T2 Gi ( t ) # 

据H1) ,我们有 R2( t ) [ R1( t ) (对 a. e. t I I )# 

因此, ( u2- u1)c+ M( u2- u1) [ - N 1T1( u2 - u1) - N2T 2( u2- u1) , a. e. t I I# 

于是由引理1知, u2( f ) = u1( t ) ( P t I I )# 从而 AG2 [ AG1,即 A 在[ B, A] 上是增的# 

进一步,类似于定理 1的证明知, A( [ B, A] ) 在 W
1, 1
( I ) 中是有界的# 因此, 由嵌入定理

知,

  A : [ B, A] y [ B, A] < C ( I )

是全连续的,现在,定义

  B0 = B, A0 = A, Bn = ABn- 1, An = AAn- 1   ( n = 1, 2, ,) ,

那么, ( 17)显然成立# 

最后,由Amann三解定理知定理 3获证# 

如果我们应用引理 2,则类似地可证明下列结果(证略)

定理 4  设H2)和( 5)成立, A( t ) , B( t ) 是 (1) , (2) 的一般化的下解和上解, 且 A( t ) [

B( t ) ( P t I I )# 那么存在序列 An ( t ) , Bn ( t ) < W
1, 1
( I ) ,使得

  An( t ) y u* ( t ) , Bn( t ) y u
*
( I ) ,

一致收敛,且 u* ( t ) , u
*
( t ) 是(1) ~ (2) 在[ A, B] 中的最小解和最大解# 
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Periodic Boundary Value Problems for First Order

Integrodifferential Equations of Mixed Type

Zhang Fubao

( Depar tment of Mathemat ics , Xu zhou Norma l Univ er sity , Xu zhou , J iangsu 221009, P R China )

Abstract: The existence of at least one solution and the existence of extreme solutions of periodic

boundary value problems for first order integrodifferential equations of mixed type are studied, in the

presence of generalized upper and lower solutions. The discussion is based on new comparative theo-

rems and coincidence degree and monotone iterative methods.

Key words: generalized upper and lower solutions; coincidence degree; monotone iteration; inte-

grodifferential equation of mixed type
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