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摘要:  通过对比结果, 用单调迭代方法证明了 Banach 空间中二阶积分微分方程的周期边值问题

的最大最小解的存在性定理# 
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引   言

设 ( E , |#| ) 为实 Banach空间, P 为E 中正则锥, E 中的序/ [ 0由锥 P 导入# 本文讨论

以下二阶周期边值问题 ( PBVP) :

  
ud = f ( t , u , Tu)  ( t I Ja. e. ) ,

u(0) = u( a) , uc(0) = uc( a) ,
( Ñ )

其中, f I C( J @ E @ E , E) , J = [ 0, a] ( a > 0) ,

  ( Tx ) ( t ) = Q
t

0
K ( t , s) x ( s) ds, (1)

K I C( D, R+ ) , D = ( t , s ) I J @ J : t \ s # 如果函数 u I C
2
( J , E ) 满PBVP( Ñ ) ,则称

u 为 PBVP( Ñ) 的解# 

假设 s0= max
D
K ( t , s)# 对 x , y I C( J , E) ,规定 x [ y 当且仅当 x ( t ) [ y ( t ) ( P t I J ) # 

近年来,研究微分方程的边值问题单调迭代方法用得相当广泛(见[ 1~ 4] )# 文[ 1]在实数

集上确立了对比结果,并用单调迭代方法得到了一阶周期边值问题的解的存在性# 文[ 2]则对

其作了推广和改进,获得了更深刻的结果# 本文在序 Banach 空间中亦获得了二阶对比结果,

并用上述方法研究 PBVP( Ñ )的最大最小解的存在性的充分条件, 而且给出了收敛于最大最小

解的迭代程序# 

1  对 比结 果

引理 1(对比结果)  设 p I C
1
( J , E ) 满足
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pd [ - Mp - NTp ,

p (0) [ p ( a) ,  pc(0) [ pc( a) ,
(2)

这里 M > 0, N \ 0满足

  a
2
M + a

3
s0N <

1
2 , (3)

则 p ( t ) [ 0, ( t I J )# 

证  对任意 g I P
*
( P

*
表 P 的对偶锥,其定义及性质见[ 5] ) ,令 u( t ) = g( p ( t ) ) ,那么

u I C
1
( J , R ) ,且 uc( t ) = g ( pc( t ) ) , g ( ( Tp ) ( t ) ) = ( Tu) ( t ) , 又由( 2) 得

  
ud [ - Mu- NTu,

u(0) [ u( a) ,  uc(0) [ uc( a ) ,
(4)

注意到 g I P
* 的任意性, 从而要证 p ( t ) [ 0, 只要证

  u( t ) [ 0  ( t I J ) (5)

即可# 假如( 5)式不真,那么有以下两种可能:

(A) 任给 t I J ,有 u( t ) \ 0,但 u( t ) ¢ 0;

( B) 存在 tc, td I J , 使得 u( tc) > 0, u( td) < 0 # 

设- b = inf u( t ) : t I J # 如果(A) 可能,那么 b = 0# 由(4) 得 ud( t ) [ 0( t I J ) ,即

uc( t ) 在 J 上单调不增, 这推出uc( t ) [ uc(0) [ uc( a) ( t I J ) ,于是必有 uc( t ) S C (常数)# 

由此推出 u ( t ) = ct + u(0) , 注意到 u( a) - u(0) = ca \0,从而由(A) 得 c > 0# 另一方面,

由(4) 可得

  0 = ud( t ) [ - Mu- NTu < 0,

这一矛盾说明( A)不可能成立# 

如果( B)为真,那么 b > 0# 显然存在 t * I J ,使得 u( t * ) = - b, 依(4) 有

  ud( t ) [ Mb + Nas0 b  ( t I J ) (6)

现在考虑以下两种情况: ( 1)如果 t * = 0, 将函数 u( t ) 连续地延拓到[- a, a] 上, 那么可令

uc(0) = 0; (2) 如果 t * I (0, a) ,那么直接有 uc( t * ) = 0# 总之, 可由(6) 及中值定理推出

  

uc(0) [ uc( a) [ ( a - t * ) ( Mb + Nas 0b ) [ abM + Na
2
s0 b ,

uc( t ) = uc(0) + Q
t

0
ud( s) ds [ uc(0) + Q

t

0
( Mb+ Nas0 b)ds [

    abM + Na
2
s0 b+ a(Mb + Nas 0b ) = 2 bM 0,

(7)

其中

  M 0 = aM + a
2
s 0N , (8)

由( B)知存在 t0 I J , 使得 u( t 0) = 0# 又分两种情况:

( a) t 0 I ( t * , a]# 在[ t * , t 0] 上用中值定理得存在 t 1 I ( t * , t 0) 使得

  b = u( t 0) - u( t * ) = uc( t 1) ( t 0- t * ) [ 2abM0,

从而
1
2

[ aM0,与(3) 式矛盾# 

( b) t0 I [ 0, t * )# 这时必定在[ t * , a] 上恒有 u( t ) < 0,特别 u(0) [ u ( a) < 0# 但是

一定存在 tc I (0, t * ) , 使得 u( tc) > 0(否则引理已经获证 )# 下面设 - K =

inf u( t ) : 0 [ t [ tc ,那么 K> 0(由于 u(0) < 0)# 显然由(4) 得

  ud( t ) [ MK+ Nas0K  (0 [ t [ tc) ,

类似于( 7)可推出(注意 K [ b! )
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  uc( t ) [ 2KM 0,

又存在 t
c
* I [ 0, tc) , 使得 u( t

c
* ) = - K,再一次用中值定理于[ t

c
* , tc] 上得存在 t 2 I ( t

c
* , tc) ,

使得

  u( tc) + K= u( tc) - u( t
c
* ) = uc( t 2) ( tc- t

c
* ) [ 2aKM0,

所以 0 < u( tc) [ - K+ 2aKM0,这推出 2aM0 > 1,与(3) 式矛盾# 

综上所述, 得( 5)式成立,所以 p ( t ) [ 0 ( t I J )# 

引理 2  函数 u I C
2
( J , E ) 是PBVP( Ñ ) 的解的充要条件是

  x = ( x 1, x 2) = ( u, uc) , (9)

是算子方程 Ax = x 的解# 这里 A = (A 1, A 2) 定义为

( A 1x ) ( t ) =
e- Lt

eLa - 1Q
a

0
eLs [ Lx 1( s) + x 2( s) ] ds + e- LtQ

t

0
eLs[ Lx 1( s) + x 2( s) ] ds (10)

  ( A 2x ) ( t ) = e- LtQ
t

0
eLs[ Lx 2( s ) + f ( s , x 1, Tx 1) ] ds +

e- Lt

eLa - 1Q
a

0
eLs[ Lx 2( s) + f ( s , x 1, Tx 1) ] ds , (11)

其中 L > 0为任意给定的常数# 

证  若 u 是 PBVP( Ñ) 的解,则( Ñ) 表明(10) ( 11) 定义的算子 A 有意义# 由(10) 得

  e
Lt
( A 1x ) ( t ) =

1

e
La
- 1Q

a

0
e
Ls
( Lu( s ) + uc( s ) )ds + Q

t

0
e
Ls
( Lu ( s) + uc( s ) )ds =

1
eLa - 1

[ eLau( a) - u( 0) ] + eLtu ( t ) - u(0) =

eLtu( t ) = eLtx 1( t )  ( t I J )# 

由( Ñ )及( 11)得

  eLt ( A 2x ) ( t ) = Q
t

0
eLs [ Luc( s) + f ( s, u( s ) , ( Tu) ( s ) ) ] ds +

1

eLa - 1Q
a

0
eLs [ Luc( s) + f ( s , u( s ) , ( Tu) ( s ) ) ] ds =

Q
t

0
eLs [ Luc( s) + ud( s ) ] ds + 1

eLa - 1Q
a

0
eLs [ Luc( s) + ud( s ) ] ds =

e
Lt
uc( t ) + uc(0) + 1

e
La
- 1

[ e
La
uc( a) - uc(0) ] =

eLtuc( t ) = eLtx 2( t ) ,

所以 Ax = x # 

反过来,设 x = ( x 1, x 2) 满足 Ax = x , 则 Aix = xi ( i = 1, 2) 由(10) 得

  eLtx 1( t ) =
1

eLa - 1Q
a

0
eLs [ Lx 1( s ) + x 2( s) ] ds + Q

t

0
eLs [ Lx 1( s ) + x 2( s ) ] ds , (12)

两边关于 t 求导得

  x
c
1( t ) = x 2( t ) , (13)

由( 11)得

  e
Lt
x 2( t ) =

1

e
La
- 1Q

a

0
e
Ls
[ Lx 2( s ) + f ( s, x 1( s) , ( Tx 1) ( s) ) ] ds +

Q
t

0
eLs[ Lx2( s ) + f ( s , x 1( s) , ( Tx 1) ( s) ) ] ds , (14)

317二阶积分微分方程周期边值问题的解的存在性



同上求导得

  x
c
2( t ) = f ( t , x 1( t ) , ( Tx 1) ( t ) )  ( t I J ) , (15)

令 u ( t ) = x 1( t ) ,则(13) 表明 uc( t ) = x 2( t ) , 故(9) 成立# 由(15) 得 ud( t ) = f ( t , u( t ) ,

( Tu) ( t ) ) ( t I J )# 由(12) u(0) = u ( a) ,由(14) 得 uc(0) = uc( a)# 于是 u满足( Ñ) , (15)

表明 ud I C( J , E) ,故 u 是PBVP( Ñ ) 的解# 证毕# 

2  主 要结 果

首先作如下假定

(H1)  存在 u0, v0 I C
2
( J , E ) , u0 [ v0,使得

  
u

d
0 [ f ( t , u0, Tu0) ,

u0(0) [ u0( a) , u
c
0(0) [ u

c
0( a) ,

  
v

d
0 \ f ( t , v0, Tv0) ,

v0(0) \ v0( a) , v
c
0(0) \ v

c
0( a)# 

(H2)  当 u0 [ �u < u < v0, Tu0 [ �v [ v [ Tv 0时

  f ( t , u, v) - f ( t , �u , �v ) \- M( u - �u ) - N ( v - �v ) ,

其中 M > 0, N \ 0满足(3) 及存在常数 L > 0,使得

  b1 =
La

1- e
- La +

Ns0a
2eLa

L (1 - e
- La

)
+

( L + M) a
2

(1- e
- La

)
2 < 1,

  b2 =
( L + M) a

1- e- La +
Ns0aeLa

L
+ (1+ b1) L < 1,

记 [ u0, v0] = u I C ( J , E ) : u0 [ u [ v0 # 

定理  设 P 是正则锥, f 在J @ Br @ Br 上连续, 这里 Br = x I E : +x + [ r ( r > 0)# 

假设(H1) 和(H2) 满足# 那么存在单调序列 un , vn < C
2
( J , E ) ,在 C

1
( J , E ) 中分别收敛

于PBVP( Ñ ) 的最小最大解# 

证  1b对任意 w I [ u0, v0] ,考虑以下线性积分微分方程

  ud = - Mu- NTu + z ,  u (0) = u ( a) ,  uc(0) = uc( a) , (16)

其中 z ( t ) = f ( t , w ( t ) , ( Tw ) ( t ) ) + Mw ( t) + N( Tw ) ( t )# 下面证明对每个 w I [ u0, v 0] ,

PBVP(16) 存在唯一解# 由引理 2, u是 PBVP(16) 的解等价于 u 是以下算子方程的解

  

uc= A 2�x C �Au =
e- Lt

eLa - 1Q
a

0
eLs[ Luc( s) - Mu ( s) - N (Tu) ( s ) + z ( s ) ] ds +

  e- LtQ
t

0
eLs[ Luc( s ) - Mu ( s) - N (Tu) ( s ) + z ( s) ] d s,

u(0) = u( a) ,

(17)

其中 �x = ( u , uc) , L 如(H2) 给定# 易证方程(17) 等价于算子方程

  u( t ) = ( Su ) ( t ) ,

其中算子 S 满足

  ( Su ) ( t ) =
e- Lt

eLt - 1Q
a

0
eLs [ (�Au ) ( s ) + Lu( s ) ] ds +

e
- LtQ

t

0
e
Ls
[ (�Au) ( s ) + Lu( s ) ] ds , (18)
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所以

  ( Su )c( t ) = (�Au) ( t ) + Lu( t ) - L ( Su) ( t )# (19)

在 C ( J , E) 中定义范数为 +u + = max
J

| u ( t ) eLt | , C1
( J , E ) 中定义范数 +u +1 =

max +u +, + uc+ ,下证 S 是C
1
( J , E ) 中压缩算子# 事实上,对任给 u , �u I C

1
( J , E) ,有

+�Au - �A�u + = max
J

| [ (�Au) ( t ) - (�A�u ) ( t ) ] e
Lt
| [

   1

eLa - 1 Q
a

0
eLs[ Luc( s) - Mu ( s) - N (Tu) ( s ) - L�uc( s) + M�u ( s) + N (T�u ) ( s ) ] ds +

   max
J Q

t

0
eLs [ Luc( s) - Mu( s ) - N (Tu) ( s) - L�uc( s ) + M�u ( s ) + N( T�u) ( s) ] ds [

   eLa

eLa - 1Q
a

0
eLs [ L | uc( s) - �uc( s ) | + M | �u( s ) - u( s ) | + N | ( T�u) ( s) - ( Tu) ( s ) | ] ds [

   ( L + M) aeLa

eLa - 1
+ u - �u +1+

N eLa

eLa- 1 Q
a

0
eLs Q

s

0
k ( s , N) [ u( N) - �u ( N) ] dN ds [

   ( L + M) a

1 - e- La +u - �u +1 +
Ns 0

1- e- LaQ
a

0
eLs Q

s

0
e
- LN

dN ds # +u - �u +1 [

   ( L + M ) a
1- e- La +

Ns 0aeLa

L
+u - �u +1 # 

设 b3 =
( L + M ) a

1 - e- La +
Ns 0aeLa

L
, 则

+su - s�u + = max
J

| [ ( su) ( t ) - ( s�u) ( t ) ] eLt | [

   1

e
La
- 1 Q

a

0
eLs[ (�Au) ( s ) + Lu( s) - (�A�u) ( s) - L�u( s) ] d s +

   max
J Q

t

0
eLs [ (�Au ) ( s) + Lu( s) - (�A�u ) ( s ) - L�u ( s ) ] ds [

   e
La

eLa - 1Q
a

0
[ | (�Au) ( s ) - (�A�u) ( s) ) eLs | + L | ( u( s ) - �u ( s ) ) eLs | ] ds [

   1

1- e
- LaQ

a

0
[ +�Au - �A�u + + L +u - �u +] ds [

   
ab3

1- e
- La + u - �u +1+

La

1 - e
- La +u - �u +1 =

   b1 +u - �u +1# 

由( 19)又得

  +( Su)c- ( S�u)c+ [ +�Au - �A�u + + L + u - �u + + L +Su - S�u + [

( b3 + L + Lb1) +u - �u +1 =

b2 +u - �u +1# 

由假设( H2) , b1, b2 < 1, 从而 +Su - S�u +1 [ +u - �u +1,即 S 是压缩算子, 由Banach不动点

定理知 S 有唯一的不动点,所以 PBVP(16) 对每个 w I [ u0, v0] 有唯一解# 

2b对任给 w I [ u0, v0] ,令 Bw = u,这里 u是 PBVP(16) 相对于 w 的唯一解# 下证
( a) u0 [ Bu0, Bv0 [ v0;

( b) B 在[ u0, v0] 上单调不减, 即对任意 w , �w I [ u0, v0] w [ �w ,推出 Bw [ B�w # 

先证( a) ,令 u1 = Bu0, p = u0- u1,那么 p (0) - p ( a) = u0(0) - u0( a) , pc(0) - pc( a )

= u
c
0(0) - u

c
0( a)# 又
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  pd( t ) = u
d
0( t ) - u

d
1( t ) [ f ( t , u0, Tu0) + Mu1 + NTu1- f ( t , u0, Tu0) -

Mu0( t ) - N( Tu0) ( t ) = - Mp( t ) - N (Tp ) ( t ) ,

利用引理 1及假设(H2)得 p ( t ) [ 0( t I J ) ,即 u0 [ Bu0, 同理可证 Bv0 [ v0 # 

次证( b) ,设 w , �w I [ u0, v0] , w [ �w ,令 u = Bw , �u = B�w , p = u - �u# 由假设(H2) , pd=

ud- �ud = - Mu- NTu + f ( t , w , Tw ) + Mw + NTw + M�u + NT�u - f ( t , �w , T�w ) - M�w - NT�w

[ - Mp - NTp# 显然 p (0) = p ( a) , pc(0) = pc( a)# 再利用引理1及(H2) 得 p ( t ) [ 0( t I
J ) ,即 Bw [ B�w # 

3b定义 un = Bun- 1, vn = Bvn- 1( n = 1, 2, ,)# 由 2b知

   u0 [ u1 [ , [ un [ , [ vn [ , [ v1 [ v0, (20)

根据( 17) , ( 18)得

  u
c
n ( t ) = (�Aun) ( t ) =

e- Lt

e
La
- 1Q

a

0
e
Ls
[ Lu

c
n( s) - Mun( s ) - N (Tun) ( s) + zn- 1( s) ] ds +

e- LtQ
t

0
eLs [ Luc

n( s) - Mun( s ) - N (Tun) ( s) + zn- 1( s) ] ds, (21)

其中

  z n- 1( t ) = f ( t , un- 1( t ) , ( Tun- 1) ( t ) ) + Mun- 1( t ) + N (Tun- 1) ( t ) , (22)

  un ( t ) =
e
- Lt

eLa- 1Q
a

0
eLs[�Aun ( s) + Lun( s ) ] ds + e- LtQ

t

0
eLs[�Aun( s) + Lun( s ) ] ds# (23)

类似于1b中证明可得

+un+ i - un + [ b1 +un+ i - un +1+ max
J Q

t

0
e
Ls e- Ls

eLa- 1Q
a

0
eLs( zn+ i- 1( N) - zn- 1( N) )ds +

   e
- LsQ

s

0
e
LN
( zn+ i- 1( N) - zn- 1( N) ) dN ds +

   1
eLa - 1 Q

a

0
eLs

e- La

e
La
- 1Q

a

0
e
LN
( z n+ i- 1( N) - zn- 1( N) )dN+

   e- LsQ
s

0
eLN( zn+ i- 1( N) - zn- 1( N) ) dN ds [

   b1 +un+ i - un +1 +
2eLaa2

( eLa - 1) 2 +z n+ i- 1- z n- 1 +

+u
c
n+ i - u

c
n + [ b2 +un+ i - un +1 + max

J

1

eLa- 1 Q
a

0
eLs[ zn+ i- 1( s ) - z n- 1( s) ] ds +

   Q
t

0
eLs [ z n+ i- 1( s) - zn- 1( s) ] ds [

   b2 +un+ i - un +1 +
a # e

La

eLa - 1
+z n+ i- 1- z n- 1 +# 

令 b
*
= max b1, b2 , a

*
= max

2a2eLa

( eLa- 1) 2,
a # eLa

eLa - 1
,则由假设(H2) 得 b

*
< 1,从以上两式得

  +un+ i - un +1 [ a
*

1 - b
* +z n+ i- 1- Zn- 1 +   ( i , n = 1, 2, ,) , (24)

注意到 P 是正则锥(从而是正规锥)# 由(20) 推出 un 在C( J , E ) 上有界,又已知 f 在J @ Br

@ Br 上有界,于是(22) 推出存在常数 C > 0,使得

  +Zn- 1 + [ C   ( n = 1, 2, ,) ,
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所以利用( 21) ~ ( 23)可看出 un 在 J 上等度连续 # 另一方面, 据 P 的正则性及(20) 可得

un( t ) 收敛,设 un( t ) y x ( t ) ( t I J , n y ] ) ,那么由Aze la_Arae la定理知在 J 上一致地有

un y x ( n y ] ) ,即

  +un - x + y 0  ( n y ] ) , (25)

依( 22)及( 25)推出

  +zn- 1- z + y 0  ( n y ] ) , (26)

这里

  z ( t ) = f ( t , x ( t ) , ( Tx ) ( t ) ) + Mx ( t ) + N (Tx ) ( t )  ( t I J )# (27)

现在不难从( 24)及( 25)看出 un 在C
1
( J , E) 上收敛,且从(25) 得到 x I C

2
( J , E ) 及

  +un - x +1 y 0  ( n y ] )# (28)

根据( 26) ~ ( 28) , 对( 21) , ( 23)两边分别取极限得

  xc( t ) = (�Ax ) ( t ) =
e- Lt

eLa - 1Q
a

0
eLs [ Lxc( s ) + f ( s, x ( s ) , ( Tx ) ( s) ) ] ds +

      e- LtQ
t

0
eLs[ Lxc( s) + f ( s, x ( s) , ( Tx ) ( s ) ) ] d s ,

  x ( t ) =
e
- Lt

e
La
- 1Q

a

0
e
Ls
[ Lx ( s) + xc( s ) ] ds + e

- LtQ
t

0
e
Ls
[ Lx ( s) + xc( s) ] ds ,

结合引理 2得到 x 是 PBVP( Ñ) 的解# 

同理可证存在 y I C
2
( J , E) ,使得 +un- y +1 y 0  ( n y ] )# 且 y 是 PBVP(Ñ) 的解# 

4b最后证明 x , y 分别是 PBVP( Ñ) 在[ u0, v0] 上的最小、最大解# 为此,设 u I [ u0, v0]

是 PBVP( Ñ )的任一解,假设un- 1( t ) [ u( t ) [ vn- 1( t ) ( t I J )成立, 令p ( t ) = u( t ) - vn( t ) ,

由(H2) 得

  pd = ud - v
d
n =

f ( t , u, Tu) + Mvn + N (Tvn) - f ( t , vn- 1, Tvn- 1) - Mvn- 1- N( Tvn- 1) [

- M ( u - vn ) - N (Tu - Tvn ) =

- Mp - NTp ,

又易知 p (0) = p ( a) , pc(0) = pc( a) ,由引理 1得 p ( t ) [ 0  ( t I J )# 即 u [ vn# 类似地

有 un [ u,由归纳法知对一切自然数 n 有un( t ) [ u( t ) [ vn ( t )  ( t I J ) ,令 n y ] 得到 x

[ u [ y# 证毕# 

注  如果 E 是弱序列完备的 Banach 空间, 那么定理中 P 只要求是正规的, 结论仍然成立# 
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Abstract: By establishing a comparison result and using monotone iterative methods, the theorem of

existence for minimal and maximal solutions of periodic boundary value problems for second order

nonlinear integro_differential equations in Banach Spaces is proved.
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