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摘要:  通过建立一类新的参考面有限单元, 得到适用于分析层合板壳脱层屈曲问题的有限元方

法# 指出了利用Mindlin 假设意义下的变形协调条件,可以将大多数胜任层合板壳分析的一般板壳

单元改造为相应的参考面单元# 这一方法确保了位移场的合理性和协调条件的满足# 为验证参

考面单元的有效性,还对壳体脱层屈曲的几个算例作了数值分析# 
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前   言

近十年来, 层合板壳脱层屈曲问题受到国际力学界的密切关注,发表了大量论文, 取得了

许多成果# 这一领域最近的进展包括: Hyo_Jin Kin[ 1]用有限元法计算了层合矩形板的单层脱

层屈曲; Chattopadhyay[ 2]等用高阶理论求解了圆柱壳的单层脱层屈曲;H.Huang[ 3]等对板梁的多

层脱层屈曲进行的理论分析以及国内李四平[ 4]等对纤维搭桥层合板脱层屈曲的研究等# 总的

趋向是从一维到三维,从单层脱层到多层脱层,逐步深入地分析板壳的脱层屈曲问题# 

在用有限元方法分析板壳问题时, 采用板壳单元是高效的和经济的# 但对于复合材料层

合板壳的脱层屈曲问题时,采用一般的板壳单元直接建立相应的力学模型存在较大困难# 针

对这一情况,文[ 5]提出构造参考面单元的思想并指出: 这类单元可由一般板壳单元经简单的

数学变换得到, 由于其节点位置较为灵活,故可直接用于建立脱层损伤板壳的有限元模型# 本

文给出参考面单元的基本假定,得到更为简洁的单元列式,并进一步指出: 只要材料为线弹性

材料, 变形满足Mindlin假设, 一般板壳单元就能方便地改造为相应的参考面单元, 而对板壳的

材料性质以及脱层的情况没有新的限制# 这表明参考面单元能用于分析各种线弹性材料板壳

的脱层问题,且这些板壳可包含多个和多层脱层损伤# 将一般的板壳单元改造为相应的参考

面单元,是利用已有的有限元程序对板壳的脱层损伤问题进行力学分析的高效、直观并且经济

的方法# 

本文对层合壳的脱层屈曲问题的几个算例作了数值分析# 

1  参考面单元

11 基本假定
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本文讨论的脱层损伤板壳满足: 1) 材料为各向同性或纤维增强复合材料, 本构关系满足

广义虎克定律; 2) 变形满足Mindlin假设; 3) 脱层的大小和位置已知, 加载中脱层不发生扩

展# 

21 单元列式
通常,板壳单元的节点置于板壳中面# 这类单元(下称原单元,用标号-. . 表示)不能直接

在厚度方向上相互联接# 实际上, 根据板壳变形的直而不法假定,板壳中面法线上任意一点均

具有表示其余各点位移的能力,都可以作为节点# 采用这类节点的单元即称为参考面单元# 

其有限元列式可由原单元列式导出# 下以四节点板单元为例作推导# 

图 1  参考面单元

单元节点设置如图 1所示# 设参考面单元节点 i 和原单

元节点 ib在厚度方向上坐标之差为:

  hi = z i - zib (1)

两单元的位移分别为:

q0 = ( q1b  q2b  q 3b  q4b )
T
, (2)

q = ( q 1  q2  q 3  q4)
T
, (3)

其中:

qib = ( u ib  v ib  w ib  Hxib  Hyib)   ( i = 1, 2, 3, 4) ,

(4)

qi = ( ui  v i  w i  Hx i  Hy i )   ( i = 1, 2, 3, 4) , (5)

板变形满足直而不法假定时, 有:

  q0 = [ Th ] q # (6)

其中:

  [ Th ] =

Th1 0 0 0

0 T h2 0 0

0 0 T h3 0

0 0 0 T h4

, [ T hi ] =

1 0 0 0 - h i

0 1 0 - hi 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 ( i = 1, 2, 3, 4)# 

(7)

原单元应变 E0 与其几何阵[ B 0] 满足:

  E0 = [ B0] q0 # (8)

( 6)式代入上式得:

  E0 = [ B0] [ T h] q # (9)

令    [ B] = [ B0] [ Th ]# (10)

定义 [ B] 为参考面单元的几何阵,则参考面单元应变 E 与节点位移满足:

  E = [ B ] q # (11)

由( 9)至( 11)式知,参考面单元和原单元有相同的应变场,即:

  E = E0 # (12)

因而参考面单元和原单元有相同的应力场:

  R = [ D ] E = [ D] E0 = R0 , (13)

式中 [ D] 为弹性阵,由单元的材料特性决定# 其计算见一般的复合材料力学教材# 运用变
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分原理,由(11)、(13) 可得参考面单元的平衡方程:

  [ K ] q = R , (14)

其中:

  [ K ] = [ Th ]
T
[ K 0] [ T h] ,  R = [ T h]

T
R 0 # (15)

[ K 0] 和 R 0 对应于原单元的刚度矩阵和等效节点力# [ K ] 和 R 对应于参考面单元的刚度

矩阵和等效节点力# 

图 2  脱层前沿有限元模型

至此已获得参考面单元的所有列式# 由( 12)、( 13)知, 参

考面单元和原单元有相同的应变场和应力场, 因此在力学上

是完全等价的# 但参考面单元节点位置的选择具有灵活性(体

现在 [ T h] 中) , 从而深化了板壳单元的概念并拓宽了其适用

范围# 

如果满足Mindlin假设,在单元列式中用 [ B ] 阵替换[ B0]

阵,一般板壳单元就能按照以下步骤, 方便地改造为相应的参

考面单元# 这对脱层的个数和层数并元限制,表明参考面单元能用于分析各种线弹性材料板

壳的脱层问题, 且这些板壳可包含多个和多层脱层损伤# 经过这样的改造, 带有一般板壳的

单元的程序就能用于脱层屈曲问题的分析# 

31 用参考面单元建立脱层损伤壳的计算模型
取出层合壳在脱层前沿及其附近的一部分,如图 2所示# 置节点于脱层所有曲面上, 划分

此部分为三个单元# 注意到节点 1和 7(及 4和 8)的位置是重合的, 但它们的位移各自独立,

可确保脱层处各子层的独立变形# 三个单元在脱层前沿共有节点 2、3,自然满足在此处子层

与子层,子层与未脱层区的位移连续条件# 这表明用参考面单元能直接建立脱层损伤板壳的

计算模型# 

2  数值算例:壳体的脱层屈曲

例 1  圆柱壳的轴对称脱层屈曲

图 3  受轴压的含脱层圆柱壳      图 4  脱层长度_临界载荷曲线

如图 3,各向同性圆柱壳两端固支 ( u = v = w = w , x = 010) ,受均布轴压 P 作用# 圆柱

壳半径为 R,长度为 L , 厚度为 h ,且 L/ R = 5, R / h = 30# 材料常数为: 弹性模量 E, 泊松比
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L# 轴对称脱层关于壳体的中部对称,沿轴向的长度为 D ,距壳体外表面 013h# 

本文计算得壳体脱层屈曲的量纲为一的临界载荷 ( P cr/ P 0) _脱层长度( D/ L) 关系曲线# 

其中 Pcr和 P0 分别对应含脱层和无脱层时壳体的临界载荷, D 和L 分别对应脱层长度和壳的

总长# 本文与文献[ 6] 结果比较如图 4# 

图 5 含脱层的圆柱块壳

图 6 脱层圆柱块壳的 P_B曲线

图4表明,本文与文献[ 6]的结果基本一致# 

数值分析显示: 随着脱层区域逐渐扩大, 屈曲波

形逐步由整体型向混合型过度, 并最终成为脱层

区的子层局部失稳# 这一现象也吻合于相关文献

结论[ 6]# 

例 2  圆柱块壳的脱层屈曲

圆柱壳几何尺寸和脱层情况如图 5所示# 在

块壳的展开面上, 脱层是一半径为 r 的圆, 圆心

位于展开面的中心(图 5c) , 脱层位于距上表面 t

处# 块壳几何尺寸和材料常数取值见表1# 壳体

受均布轴压作用# 屈曲载荷和脱层大小经无量纲化后, 分别定义为P = Pcr/ P 0和 B= r / a# 

本文计算得各向同性壳和复合材料层合壳的 P_B曲线, 如图6所示# 其中层合壳为20层00铺

设, 00 时顺纤维方向与圆柱块壳轴向( y 向) 重合# 
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图6中, A 点对应无脱层时壳体的临界屈曲载荷# 考察 P_B曲线可以看到: 当脱层区域

较小时, 壳体屈曲载荷几乎不随脱层的扩大而变化; 当脱层扩大到一定程度, 即到达 BB 后,

屈曲载荷随脱层的扩大而急剧下降: 随着脱层的进一步扩大, 屈曲载荷的下降趋势又趋于平

缓# P_B曲线的这一规律决定于屈曲波形的改变: 随着脱层区域由小变大, 壳体屈曲波形逐

步由整体型, 经过混合型向局部型过渡# 

  表 1 圆柱块壳的几何尺寸和材料常数

几何尺寸( mm) 材料常数( @ 103GPa) , L12 量纲为一

各向同性 纤维增强材料 各向同性 纤维增强材料

R 20010 20010 E1 1100 13514

h 0120 0120 E2 1100 9160

a 2010 2010 G23 0140 4180

h 2010 2010 G12 0140 4180

t 0104 0105 G13 0140 4180

r 0100~ 9100 L12 0125 0131

3  结   论

本文为分析层合板壳脱层问题推导了一个新的参考面单元, 就脱层尺寸对屈曲载荷的影

响作了探讨,并得到如下结论:

11 用参考面单元可直接建立复合材料层合板壳脱层问题的有限元模型,其中板壳可包含

多个和多层脱层损伤# 

21 将一般的板壳单元改造为相应的参考面单元,是利用已有的有限元程序对板壳的脱层

损伤问题进行力学分析的直观和经济的方法# 

31 壳体的脱层屈曲分为整体、混合和局部三种类型# 
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F. E. M. Analysis of Delamination Buckling in

Composite Plates &Shells
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Abstract: The purpose of the present study is to develop a new finite element method for analyzing

buckling of delaminated composite plates and shells. This is achieved by establishing a new finite ele-

ment called the reference_surface element. By use of the compatibility condition under Mindlin as-

sumptions, the formulation of the reference_surface element was derived from whichever plate_ele-

ment or shell_element being capable of analyzing composite plates and shells. This method assures a

reasonable description of displacement field and the satisfaction of compatibility conditions for delam-i

nation problem. Numerical results for linear delamination buckling of axially compressed shells are

presented to validate the method.

Key words: buckling; composites; delamination; finite element method; shells
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