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弹性薄板和薄扁壳及其在半空间

上接触问题解的唯一性证明
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摘要 :  用 Laplace方程的第一种内边界问题不可能有两个不同的解这一定理, 证明了弹性薄板和

薄扁壳及其在半空间上接触问题解的唯一性问题# 第二类内边界问题唯一性也得到证明# 

关  键  词:  调合及重调和函数;  解的唯一性;  弹性薄板及薄扁壳;  半空间上的接触问题

中图分类号:  O334313   文献标识码:  A

引   言

弹性半空间上的倒置弹性薄扁壳静力弯曲问题,其控制方程组是[ 1] :

  ¨4<- E ih i¨2
kw = 0, ¨2

= 52
/ 5x 2

+ 52
/5y 2

, ¨2
k = ky (52

/5x 2
) + kx(52/ 5y 2

) ,

(1)

  D i¨4
w + ¨2

k< = q - p , (2)

  w ( x , y ) =
Ke + 2Ge

4PGe ( Ke + Ge )QQs

p ( N, G)dNdG

( x - N)2 + ( y - G) 2
(3)

在( 1)、( 2)、( 3)式中, w ( x , y ) 是扁壳的挠度, <( x , y ) 是扁壳中面的应力函数, p ( x , y ) 扁

壳底与弹性半空间表面之间的接触压强, ( x , y ) 是平面直角座标, Ke 和Ge 是弹性半空间的

Lame系数, E i及h i分别为扁壳的杨氏弹性系数及壳厚, q( x , y ) 是扁壳上的垂直荷载强度, D i

是扁壳的抗弯刚度, kx 和 ky 是扁壳的两个常数主曲率# 

由于( 1)、( 2)、( 3)三式是由偏微分积分方程构成,求其精确解存在着巨大的数学困难,故

在文献[ 1]中,利用椭圆型偏微分方程中的位势理论,得出( 3)式的反演为:

  p ( x , y ) = A¨2
w ( x , y ) - Bf ( x , y ) ¨4

w ( x , y ) , (4)

在( 4)式中, z = f ( x , y ) 是扁壳中面的几何方程, 在工程实用中, 都采用正高斯曲率的二次代

数曲面如球面、椭圆抛物面等,故 kx 和 ky都是常数,且 kxky > 0,此外(4) 式中的 A和B是两个

常数,即 A=
Mihi

2(1 - Mi )
1
Ge

+
1
Ee

-
1
Ei

, B= A
A
E i

+
hi

2(1- Mi )
, Mi 是扁壳的泊松比# 
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1  解的唯一性证明

先讨论弹性薄论小挠度平衡方程:

  D i¨4
w i ( x , y ) = q (5)

的解的唯一性问题, 设 U( x , y ) 为某一重调和函数, 则从( 5) 式可得 :

  D i¨4
[ w i ( x , y ) + U( x , y ) ] = q (6)

于是( 5)式的解 w i ( x , y ) 不具备唯一性,但由文献[ 2] 可知:若H 1( x , y ) 和H 2( x , y ) 是两个调

和函数,必有 U - xH 1( x , y ) - yH 2( x , y ) 为调和函数,故由文献[ 3] 的下述定理: Laplace 方程

的第一种内边界问题不可能有两种解, 而第一种边界问题是满足下列三个条件的调和函数(以

下用 H = U- xH 1- yH 2表之) :

1) 此调和函数在定义域内满足 ¨2
H = 0

2) H 在含其边界的闭域内定义并连续

3) H 在边界上取给定值

若H 满足上述前两个条件,第三个条件代以给定H 的法向导数5H / 5 n之值,则称为第二

种边界条件# 

由文献[ 4]有下面的定理:

若 u1 与 u2在内域 D内是调和函数,在边界5D上均有u1= u2,且在D + 5D上连续可微,

则恒有在 D 内u1 = u2,若在5D上均有(5 u1/5 n) = (5u2/ 5n ) ,则在 D 内u1与 u2只相差一个

常数# 

所以,对于本文所讨论的问题,若属于调和函数的第一类边界问题,解的唯一性成立,若为

第二类边界问题,此相差的常数代表调和函数值的刚性平移,在弹性力学问题中刚性平移不必

考虑也几乎不会发生且它对弹性体的应力应变没有影响, 例如周边固定的弹性薄板给定边上

挠度及法向导数为零就如此, 故可取第二类边界问题的解析差常数为零,唯一性存在# 

矩形内域边 a +x , b +y座标原点与一角点重合,第一类边界的调和函数(给定H (0, y ) =

H ( a, y ) = H ( x , 0) = H ( x , b) = 0) :

  H ( x , y ) = E
]

m= 1

, E
]

n= 1

Amnsin
mPx
a

sin nPy
b

(7)

利用 Fourier级数的正交性而得:

  
P2Amn m

2
/ a + n

2
/ b = 0,

Amn = 0# 
(7)c

半径为 a , r [ a 的圆内域第一类边界条件的调和函数(给定H ( a, H) = 0) :

  H ( r , H) = E
]

n= 1

r
n
( ancosnH+ bn sinnH)# (8)

由    Q
a

0Q
P

0
H ( r , H)

cosncH

sinncH
drdH= 0, _ an = bn = 0, (8)c

因此,对于第一类边界条件,我们已严格地证明调和函数的解必有唯一性,而对第二类边

界条件问题的调和函数在弹性力学问题中,也必然具有解的唯一性# 

文献[ 3]给出了双调和函数的解的唯一性证明:令 w 1与 w 2为两个重调合函数且满足同样

边界条件,即 :
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¨4

w 1 = ¨4
w 2 = 0,

w 1 | c = w2 | c = g ( s) ,
5w 1

5 n c
=

5w 2

5 n c
= h( s)# 

(9)

令 w = w1- w 2,则 w 及其法向导数的边值为零,由格林公式可得

  ( ¨2
w )

2
= 0, w 1 = w 2# (9)c

上述齐次边界条件就是固定边弹性薄板的边界条件, 在板面法向荷载强度为零无集中力

则挠度为零,这是指平行板面的内力N x、Ny、Nxy 也不存在, 故无失稳弯曲的特征值情况# 

对于 kx X ky且kx 与ky 为主曲率的正高曲斯曲率弹性薄扁壳(即 kxky > 0) ,可以用球扁壳

kx = ky = 1/ R( R为球的半径) 为首次逼近解,用小参数 E= ( kx - ky) / ( kx + ky) 来摄动展开,

即:

  ¨2
( ¨2

+ i) W0 = q
l
4

D
, W= w + i

12(1- M2)
Eh

<

  W= W0+ EW1+ E
2
W2+ ,

以后各次逼近方程为:

  ¨2
( ¨2

+ i) Wn = - i ¨2
dWn- 1  ( n = 1, 2, ,) ,

  ¨2
=

52

5Q2
+

1
Q

5
5Q+

1

Q2
52

5H2
,

  ¨2
d = cos2H -

52

5Q2
+

1
Q

5
5Q+

1

Q2
52

5H2 + 2sinH
1
Q

5
5Q-

1

Q2
5
5H# 

以上取自文献[ 5]的算法表明,球扁壳的首次逼近解的通解也是以后高阶逼近解的通解# 

前述调和及双调和函数解的唯一性证明,也适用于弹性薄扁壳问题# 

最后考虑( 4)式解的唯一性,代 U及H 入(4) 式而得 :

  p ( x , y ) = A¨2
( w + H ) - Bf ( x , y ) ¨4

( w + U)# (10)

在唯一边界条件下均有 U( x , y ) = 0及H ( x , y ) = 0,从而证明了接触问题的解的唯一性# 

2  讨   论

Kirchoff在1859年就证明了下述弹性力学的唯一性定理[ 6] : 假如弹性体受已知体力作用,

在边界面上的外力或位移是已知的,则弹性体平衡时, 体内各点的应力、应变分量的解是唯一

的# 

Kirchoff证明上述定理是从弹性力学的平衡方程组及应变能的基本公式为出发点, 用齐次

边界条件而得解唯一性定理,经过由弹性力学的平衡方程组、几何方程组、物理方程组一定的

合理简化及进一步推导而证明的, 也应包括本文得出弹性薄板小挠度控制方程、弹性薄扁壳小

挠度控制方程组及本文( 4)式的 Boussinesq积分方程的反演# 而[ 7]提出了可能在这些问题的

解可能会存在唯一性的问题, 但人们求解这些问题已经习以为常而不考虑其解的唯一性,其实

这些解的唯一性是存在的,若不考虑边界条件的唯一性而添加调和函数及重调和函数,则否定

不了解的唯一性[ 7]# 因为此文[ 7]对弹性薄扁壳控制方程组即本文的( 1)和( 2)式取去 E i、hi、D i

的下标变为 E、h、D 并取消(2) 式右端的 p ,得出下面两组解: (给定算子 L = D¨8
+ Eh¨4

k)

  w = ¨4
F 1, < = Eh¨2

kF1  ( LF 1 = 0) , (A)

  w = - ¨2
kF 2, < = D ¨4

F2  ( LF 2 = 0)# (B)

以此来否定弹性薄扁壳控制方程组的解不具备唯一性, 若不考虑定解条件即静力学的边界条

299弹性薄板和薄扁壳及其在半空间上接触问题解的唯一性证明



件及动力学的边界和初始条件,则常微分方程的解有积分常数, 偏微分方程有积分函数, 若给

定了唯一定解条件, 则这种任意的积分常数或积分函数就被唯一地确定了,本文已对此应用于

弹性薄扁壳及其在弹性半空间上的接触问题做了证明,这还涉及柱体扭转、薄膜弯曲、波动方

程时,文
[ 7]
给出的( B)式只是平凡解# 

附录:关于公式( 9)c的证明
由格林公式:

  QQG
(¨2<W- <¨2W) dR = Qc

W
5 <
5 n

- <
5W
5 n

ds# ( Ñ )

令: < = w = w1- w2, W= ¨2w 代入( Ñ ) 式而得:

  QQG
¨2w¨2wdR- QQG

w ¨4w dR = Qc
¨2w

5 w
5 n

- w
5
5 n
¨2w ds = 0, ( Ò )

这是因为在边界 c 上w = 0,
5 w
5 n

= 0# 在定义域 G 内, ¨4w = 0 所以

  QQG
(¨2w ) 2dR = 0# ( Ó )

最后有 (¨2w) 2 = 0 而得 w = 0, 从而 :

  w1 = w 2# (Ô)
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Uni quen es s for the S olu ti ons of El astic Thi n Pl ates

and S ha ll ow Sh el ls a s Wel l as Th ei r Conta ct

Probl em Wi th Hal f Space

Fan Jiashen

( School of Civil En gineer ing , Yunn an Polytechn ic Un iver sity , Kunm ing 650051, P R China )

A bst ra ct : The uniqueness for the solutions mentioned in the subject is proved by using the uniqueness

of the solution for the internal boundary problem of Laplace and bi_Laplace equations of the first kind

as well as of the second.

K ey w ords: harmonic and bi_harmonic functions; uniqueness of solution; elastic plates and shallow

shells; contact problem with the elastic half space
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