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摘要:  对复合材料自然弯扭闭口薄壁细长梁在小应变、大位移和大转动的情况作了研究,建立了

两端边界均为完全约束的该梁大变形弹性理论的非完全广义变分原理的泛函# 由泛函驻值条件

可以导出所给问题的平衡方程及全部边界条件# 上述方法可方便地推广到其它各种不完全约束

边界的情况# 此外,利用上述结果还可以得到该梁在小位移理论中的基本方程和有关公式# 
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引   言

纤维增强复合材料自然弯扭闭口薄壁细长梁(以下简称弯扭薄壁复合梁)的静动力非线性

分析在化工和航空航天中有许多重要的应用,这就要求发展非线性理论来解决这些问题# 目

前关于复合材料构件的分析工作均偏重于板、壳或板条梁, 对薄壁杆件的分析尚不多见# 在文

献[ 1]的基础上, 本文进一步讨论了弯扭薄壁复合梁的几何非线性问题,即小应变、大位移和大

转动的情况,结果将导致物体的大变形# 由于该梁几何非线性性质的复杂性,故其应变能的计

算极其繁冗,且受力情况也更加复杂,因此至今尚未见到关于它们由所给问题的泛函驻值条件

导出的非线性静动力控制方程# 本文目的在于得到一组平衡方程和相应的边界条件, 用于弯

扭薄壁复合梁在小应变、大位移和大转动,且承受任意载荷的情况# 这些方程中的未知量用关

于曲线坐标 s 的七个位移函数来表示, 包括三个移动( u , v , w ) ,三个转动( A, B, C) 以及广义翘

曲坐标( S)# 这里欧拉角 A, B, C可用来表示任意大的转角# 此外, 广义变分原理的建立将有

助于扩大有限元和其它近似方法在该梁中的应用# 

1  弯扭薄壁复合梁的基本关系

本文在研究中将引入以下几个假设[ 2]

1)  梁的变形是由伸长、扭转和弯曲共同引起的;

2)  梁的横截面在自身平面内不发生变形;

3)  推导过程限制在一个小应变分析中;
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4)  实际应用中梁的初始曲率大多是缓和的# 

图 1  梁的几何关系

图1表示弯扭薄壁复合梁的轴线为一空间连

续曲线,可以参数形式来表示为

r0 = r0( s) # (1)

这里 s 为沿梁轴线的曲线坐标# 

设切向单位向量为 t ,则

t = r
c
0( s) (2)

符号/c0表示对 s的导数# 此外,两个相互垂直正

交的单位向量 iN和iG定义了梁截面平面的形心主

轴,以致在轴线上的每一点, iN, iG, t 构成了一对

正交的坐标轴, 这些单位向量对于 s 的导数为[ 2, 3]

  

i
c
N

i
c
G

tc

=

0 Js - JG

- Js 0 JN

JG - JN 0

iN

iG

t

# (3)

根据假设( 1) ,位移场可表示为
[ 2~ 4]

  u ( s, N, G) = [ u ( s) + NH1( s ) + GH2( s) + S( s) <( N, G) ] t + [ v( s ) + NW1( s) +

GW2( s ) ] iN+ [ w( s) + NU1( s) + GU2( s) ] iG# (4)

这里考虑了横向剪切变形和翘曲变形的影响,其中 <( N, G) 是和所研究截面相同的柱壳扭转

的圣维南翘曲函数, S是广义翘曲坐标# 

按假设( 2) , 即横截面平面内的应变分量为零

  e22 = e33 = e23 = 0# (5)

上述关系式表明 H1, H2, W1, W2, U1和 U2 这六个量中仅有三个是独立的, 因此引入欧拉角

A, B, C将是方便的[ 2]

  

H1 = - cAsBcC- sAsC,  H2 = cAsBsC- sAcC,

1+ W1 = cBcr , W2 = - cBsC,

U1 = - sAsBcC+ cAsC, 1+ U2 = sAsBsC+ cAcC,

(6)

这里, A, B, C分别为绕N, G, s 轴的转角, 使用符号 sA= sin( A) , cA = cos( A) 等, (5) 式现在被

自动满足# 同样可以得到非零应变分量为

  

2 ge12 = ê12+ GJ12+ JGS<+ S
5 <
5N,

2 ge13 = ê13- NJ12- JNS<+ S
5 <
5G,

ge11 = ê11 + NJ11+ GJ22+ Js G
5 <
5N- N

5 <
5 G S+ Sc<

(7)

式中的 ê11, ê12, ê13, J11, J12, J22及有关符号见文献[ 2]# 这里业已略去了和应变平方同阶的

量[ 2] 以及翘曲位移的非线性项# 

图2为用梁截面中线表示的任意形状弯扭薄壁复合梁截面的轮廓图形,这里的 F是描述

截面形状的曲线坐标,薄壁由叠层复合材料组成# 对于薄壁杆件而言, 可以认为应变分量沿

壁厚是均匀分布的, 仅有的非零应变分量是轴向应变 e和剪应变 C, 即
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图 2  横截面中线

的轮廓图形

e = e11,

C= 2e12
dN
dF

+ 2e13
dG
dF

# 

把( 7)式代入上式,并由圣维南理论[ 2, 5] ,上述应变分量可进一

步写成

e = ê11+ NJ11+ GJ22+ Js G
5 <
5N- N

5<
5G S+ Sc<,

C= GN̂e12+ GĜe13- rJ12+ JG<
dN
dF

- JN<
dG
dF

S+ S d<
dF

# 

(8)

式中的 GN和GG反映了薄壁杆件截面上剪应变ê12和 ê13分布的

非均匀性# 这时的扭转翘曲函数应为 < = <( F) , r 是坐标中

心O到截面中线切线的垂直距离(见图 2) ,组合(8) , (7) 和(6) 式, 可以把应变分量写成

e = e( u, uc, v , vc, w , wc, A, Ac, B, Bc, C, Cc, S, Sc) ,

C= C( u, uc, v , vc, w, wc, A, Ac, B, Bc, C, Cc, S, Sc)# 
(9)

即应变分量取决于这七个位移函数以及它们的一阶导数# 

在载荷作用下, 梁截面上仅产生沿壁厚均匀分布的轴向应力流 n 和剪应力流 q , 它们是 s

和F的函数,其它的应力分量可忽略不计# 因此,可得到应力应变关系为[ 6]

  
n

q
=

A nn A nq

A nq A qq

e

C
, (10)

其中

  A nn = A 11-
A

2
12

A 22
,  A qq = A 66-

A
2
26

A 22
,  A nq = A 16-

A 12A 26

A 22
,

这里, A ij 是面内刚度矩阵分量,可以根据材料性质和铺层方式求得# 

2  广义变分原理

现考察一根弯扭薄壁复合梁, 它在两端皆为固定, 设梁表面受到沿 s , N, G方向的单位面

积分布载荷ps , pN, pG ,因而在单位长度上作用的力与力矩可定义为

  

qN= Rc
pNdF,   mN = Rc

psGdF,

qG = Rc
p GdF,   mG = - Rc

psNdF,

qs = Rc
p sdF,   ms = Rc

[ p G( N- NA ) - pN( G- GA ) ] dF,

(11)

式中, NA、GA 为梁截面剪切中心A 的坐标,见图 2# 故全梁上分布载荷所作功为

  W = QLp Rc
ps ( u + NH1+ GH2+ S<)dF+ qNv + qGw + msC ds,

这里 Lp 为力边界# 把(6) 式代入,引用(11) 式可得

  W = QLp
[ qsu + qNv + qGw + mN( cAsBsC- sAcC) + mG( cAsBcC+ sAsC) +

msC+ (Rc
ps<dF) S] ds# (12)

现在引入内力和内力矩定义如下
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Qs = Rc
ndF,     M s = Rc

qr ( F)dF,

QN = Rc
GNqdF,    MN = Rc

nGdF,

QG = Rc
GGqdF,    MG = - Rc

nNdF,

(13)

其中 Qs 为轴力, QN, QG为剪力, M s 为扭矩, MN, MG为弯矩# 

如果把( 10) , ( 9)式代入( 13)式,又可得到内力与位移之间的关系式

  

Qs = Qs( u, uc, ,, S, Sc) ,  Ms = Ms ( u, uc, ,, S, Sc) ,

QN= QN( u, uc, ,, S, Sc) ,  MN = MN( u, uc, ,, S, Sc) ,

QG = QG( u, uc, ,, S, Sc) ,  MG = MG( u, uc, ,, S, Sc)# 

(14)

11 边界条件
由于该梁在 s = 0, s = l 处固定,故有关位移的边界条件为

  

u(0) - �u (0) = 0,  v(0) - �v (0) = 0,  w (0) - �w (0) = 0,

A(0) - �A(0) = 0,  B(0) - �B(0) = 0,  C(0) - �C(0) = 0,

u( l ) - �u ( l ) = 0,  v( l ) - �v ( l ) = 0,  w ( l) - �w ( l) = 0,

A( l ) - �A( l ) = 0,  B( l ) - �B( l ) = 0,  C( l ) - �C( l ) = 0,

S(0) - �S(0) = 0,  S( l ) - �S( l ) = 0,

(15)

式中, �u(0) , �u ( l ) , �v (0) ,�v ( l ) , �w (0) , �w ( l) 是梁固定支座处已知的沿 s, N, G方向的位移;

�A(0) , �A( l ) , �B(0) , �B( l ) , �C(0) , �C( l ) 是已知的绕 N, G, s轴转动的欧拉角;而�S(0) , S( l ) 则是两

端已知的广义翘曲坐标, 这里它们皆为零# 

21 广义变分原理
根据大变形弹性理论的最小位能原理,在满足条件( 9) , ( 14)和( 15)式时,体系的泛函为

  0 = QLRc

1
2 ( ne + qC) gdFds - QLp

[ qsu + qNv + qGw + mN( cAsBsC-

sAcC) + mG( cAsBcC+ sAsC) + msC+ (Rc
ps<dF) S] ds# (16)

现在引入待定的 Lagrange乘子 Ki ( i = 1, 2, ,, 14) ,将梁两端约束位移的边界条件(15) 式

合并到泛函(16) 式中,可得到下列的广义泛函

  0
*
Ñ = 0 + K1[ u(0) - �u (0) ] + ,K7[ S(0) - �S(0) ] +

K8[ u( l ) - �u ( l ) ] + ,K14[ S( l ) - �S( l ) ]# (17)

在对( 17)式进行变分时, u, v , w , A, B, C, S, Ki 均为独立变量 # 当 0*Ñ 达到驻值时, 有

D0
*
Ñ = 0,即

D0
*
Ñ = QLRc

( nDe + qDC) g dFds - Ql
p

qsDu + qNDv + qGDw -

[ mN # ( sAsBsC+ cAcC) + mG( sAsBcC- cAsC) ]DA+

[ mNcAcBsC+ mGcAcBcC]DB+ [ mN# ( cAsBcC+ sAsC) -

mG( cAsBsC- sAcC) + ms ]DC+ (Rc
p s<dF)DS ds +

K1Du(0) + ,+ K7DS(0) + K8Du( l ) + ,+ K14DS( l ) +

[ u(0) - �u (0) ]DK1+ ,+ [ S(0) - �S(0) ]DK7+
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[ u( l ) - �u ( l ) ]DK8+ ,+ [ S( l ) - �S( l ) ]DK14 = 0# (18)

注意到假设( 4) , 有 g U 1,由D0*Ñ 取驻值的条件可导出平衡方程

[ Q s(1+ Es ) ]c- JGQ sEN+ JNQsEG - ( J
2
N+ J

2
G) [ MG( cAsBcC+ sAsC) +

 MN( cAsBsC- sAcC) ] - JsJN[ MGcBcC+ MNcBsC] + JsJG[ MG( sAsBcC- cAsC) +

 MN( sAsBsC+ cAcC) ] - JNM
c
N- JGM

c
G+ H 1+ qs + F1 = 0,

( Q sEN)c+ JGQs(1 + Es) - JsQsEG + ( J2G+ J2s) ( MGcBcC+ MNcBsC) + JsJN[ MG#

 ( cAsBcC+ sAsC) + MN( cAsBsC- sAcC) ] + JNJG[ MG( sAsBcC- cAsC) +

 MN( sAsBsC+ cAcr ) ] - JNJGMN- J
2
GMG+ H 2+ qN+ F 2 = 0,

( Q sEG)c- JNQs(1 + Es) + JsQsEN- ( J2N+ J2s) [ MG( sAsBcC- cAsC) +

 MN( sAsBsC+ cAcC) ] + JsJG[ MG( cAsBcC+ sAsC) + MN( cAsBsC- sAcC) ] -

 JNJG( MGcBcC+ MNcBsC) + JNJGMG + J2NMN+ H 3+ qG + F3 = 0

(在 L 上) ,

A 9( cAsBcC+ sAsC) + A 10( cAsBsC- sAcC) + A 11( sAsBcC- cAsC) +

 A 12( sAsBsC+ cAcC) + ( M ssB)c- JsM ssAcB+ JGMs cAcB+

 mN( sAsBsC+ cAcC) + mG( sAsBcC- cAsC) + F4 = 0,

A 9sAcBcC+ A 10sAcBsC- A 11cAcBcC- A 12cAcBsC- A 13sBcC- A 14sBsC- MsAccB-

 JsMs cAsB+ JNM s cB- JGM ssAsB- mNcAcBsC- mGcAcBcC+ F5 = 0,

A 9( sAsBsC+ cAcC) - A 10( sAsBcC- cAsC) - A 11( cAsBsC- sAcC) +

 A 12( cAsBcC+ sAsC) + A 13cBsC- A 14cBcC+ M
c
s + ms +

 mN( cAsBcC+ sAsC) - mG( cAsBsC- sAcC) + F6 = 0,

(Rc
<ndF)c- Rc

d <
dF+ JG<

dN
dF - JN<

dG
dF q dF-

 JsRc

5 <
5N G-

5 <
5 G N ndF+ Rc

ps<dF= 0# 

(19)

和两端的位移边界条件( 15)式# 这里的 F i 为曲率和扭率的导数,即 Jc
N, J

c
G, J

c
s和各位移函数乘

积的多项式# H1, H 2, H 3分别为

H 1 = A 11+ A 22+ A 33+ A 44+ A 55+ A 66,

H 2 = - A 13 - A 24+ A 31+ A 42+ A 75+ A 86,

H 3 = A 15+ A 26- A 51- A 62+ A 73+ A 84,

这里

A 1j = MGX
d
j + ( M

c
G - QN- JsMN) X

c
j - ( Q

c
N+ JsM

c
N) X j ,

A 2j = MNX
d
j + ( M

c
N+ QG+ JsMG) X

c
j + ( Q

c
G + JsM

c
G) X j ,

A 3j = 2JGMGX
c
j + ( JGM

c
G - JGQN- JsJGMN) X j ,

A 4j = 2JGMNX
c
j + ( JGM

c
N+ JGQG + JsJGMG) X j ,

A 5j = 2JNMGX
c
j + ( JNM

c
G - JNQN- JsJNMN) X j ,

A 6j = 2JNMNX
c
j + ( JNM

c
N+ JNQG + JsJNMG) X j ,

A 7j = - 2JsMGX
c
j - ( JsM

c
G- JsQN- J2sMN) Xj ,
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A 8j = - 2JsMNX
c
j - ( JsM

c
N+ JsQG + J2sMG) Xj ,

A 9 = - [ M
c
GEG + MGE

c
G + QNEG - JNMG(1+ Es) + JsMNEG + JsMGEN] ,

A 10 = - [ M
c
NEG + MNE

c
G - QGEG- JNMN(1+ Es) + JsMNEN- JsMGEG] ,

A 11 = [ M
c
G(1+ Es ) + MGE

c
s - QN(1+ Es) - JsMN(1+ Es) + JNMGEG - JGMGEN] ,

A 12 = [ M
c
N(1 + Es) + MNE

c
s - QG(1 + Es ) - JsMG(1+ Es) + JNMNEG - JGMNEN] ,

A 13 = [ M
c
GEN+ MGE

c
N+ QNEN+ JGMG(1+ Es ) + JsMNEN- JsMGEG] ,

A 14 = [ M
c
NEN+ MNE

c
N- QGEN+ JGMN(1+ Es ) - JsMNEG - JsMGEN] ,

式中 A ij ( i = 1, 2, ,, 8; j = 1, 2, ,, 6) 的第二个下标和 X j 的下标相同, X i 分别为

X 1 = cAsBcC+ sAsC,  X2 = cAsBsC- sAcC,  X3 = cBcC,

X 4 = cBsC,  X 5 = sAsBcC- cAsC,  X 6 = sAsBsC+ cAcC# 

如 A 11只需用 X 1 代替 A ij 中的X j , A 84 只需用 X 4代替 A 8j 中的Xj 等# 

Lagrange乘子的物理意义, 可以从广义功来解释, K1, K8为广义轴向力, K2, K3, K9, K10 为广

义剪力, K4, K5, K11, K12为广义弯矩, K6, K13为广义扭矩, K7, K14可理解为梁在约束扭转时,在固

定支座处相应于广义翘曲坐标的广义载荷# 即

K1 = Q̂s (0) ,  K2 = Q̂N(0) ,  K3 = Q̂G(0) ,  K4 = M̂N(0) ,

K5 = M̂G(0) ,  K6 = M̂ s (0) ,  K7 = T̂ (0) ,  K8 = - Q̂ s( l ) ,

K9 = - Q̂N( l ) ,  K10 = - Q̂G( l ) ,  K11 = - M̂N( l ) ,  K12 = - M̂G( l ) ,

K13 = - M̂ s ( l ) ,  K14 = - T̂ ( l )# 

(20)

上面已经得到了复合材料自然弯扭闭口薄壁梁结构在任意载荷作用下的一组大位移分析

控制方程# 与线性理论不同, 它的平衡方程中包含了力与位移的乘积# 在该梁的大变形问题

中,这些非线性项分别表示了伸长、弯曲和扭转的相互耦合,因此必须同时考虑# 如果消去这

些非线性项,就可以得到小位移理论的平衡方程[ 3]# 

3  结   论

11 在该梁的大位移理论中,各种几何非线性被正确地计算# 此外, 拉压、弯曲与扭转相互

耦合,使问题变得极其复杂# 

21 本文导出了在任意载荷作用及各种边界条件下弯扭薄壁复合梁平衡问题的全部方程
及计算公式,包括计算各种内力、应变、应力、位移的公式# 

31 本文可用于各向异性层压材料且任意截面形状的弯扭薄壁复合梁, 它代表了工程上普

遍适用的情况# 
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Generalized Variational Principle on Nonlinear Theory

of Naturally Curved and Twisted Closed

Thin_Walled Composite Beams

Yu Aimin

( Key Labor ator y of Solid Mechanics of MOE , Tongji Univ er sity ,

Shangha i 200092, P R China )

Abstract: Naturally curved and twisted closed thin_walled slender beams of composite material un-

dergoing small strains, large displacements and rotations have been investigated, and an incomplete

generalized variational function on theory of elasticity with finite displacement is established for these

beams with complete constrained boundaries at two ends. The balance equations as well as all bound-

ary conditions concerned have been deduced from functional stationary value condition. The above_

mentioned method can also be extended to other various incomplete constrained boundaries conve-

niently. In addition, the fundamental equations and concerned formulas in the small displacement the-

ory of the beams can be derived by using above results.

Key words: generalized variational principle; geometric nonlinear; finite displacement
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