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关于 ud+ L( u - uk) = 0(4 [ k I Z+ )

分 叉 的 注 记
X
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(上海大学 理学院数学系,上海宝山 200436)

(刘曾荣推荐)

摘要:  讨论了一类反应扩散方程 ud + L( u - uk) = 0, u( 0) = u( P) = 0(4 [ k I Z+ , L为参数)

的分叉现象# 运用所谓基于李雅普诺夫_施密特约化的奇异理论方法, 得到满意的结果# 
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引   言

本文考虑如下形式的反应_扩散方程[ 1, 2]

  F( u, L) = ud+ L( u - u
k
) = 0, (1)

其边值条件为

  u(0) = u(P) = 0, (2)

其中 L为参数, 1 < k I Z
+ # 

令 X = u I C
2
[ 0,P] | u(0) = u(P) = 0 , Y = C

0
[ 0,P]# 于是F ( u, L) 是从X @ R到

Y 上的映射# 上述空间的内积定义为3u , v4= Q
P

0
u( N) v ( N)dN# 对任意的 L, (1) 有一个平凡

解 u = 0# 

考虑线性化方程

  DuF (0, L) C v = vd + Lv = 0 (3)

其边值条件如下

  v(0) = v (P) = 0# (4)

显然, ( 3)有非平凡解 v = csinnx ( c为任意常数) 当且仅当 L= Ln = n
2
( n I Z

+
)# 对于 LX

Ln , (3) 只有一个解 u = 0# 

随着 u的指数k 的增长, (1) 的分叉分析会变得越来越困难# 本文将考虑 k \4的情形# 

在 1节中,对( 1) 在分叉点( u, L) = (0, n
2
) 处运用李雅普诺夫 _施密特约化(见[ 3 ~ 6] ) 得到

了分叉方程# 第 2节对第 1节的分叉方程进行了讨论# 
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1  李雅普诺夫_施密特约化

令 Ln = DuF (0, n2
) , kerLn = span sinnN = span e # 显见Ln : X y Y是一个指标为零的

弗雷霍姆算子[ 5]# 对空间 X , Y进行分解

  X = kerLn © M, Y = N © rangeL n (5)

其中 M = (kerL n)
L
, N = ( rangeLn)

L # 显见, Ln 是自共轭算子,即 L
*
n = Ln# 根据弗雷德霍

姆择一性, ( rangeL n)
L
= kerL *

n # 故有( rangeLn )
L
= kerLn # 

令 P e是 Y 到 rangeL n 的正交投影算子# 依李雅普诺夫 _施密特约化, (1) 等价于

  PeF ( v + w , L) = 0   ( v I kerL n, w I M ) (6)

  ( I - P e) F ( v + w , L) = 0# (7)

根据隐函数定理[ 4] , ( 6)确定唯一解 w ( v, L) ( w (0, n2) = 0# 将 w ( v, L) 代入(7) 得到约

化方程

  ( I - P e) F ( v + w ( v , L) , L) = 0, (8)

( 8)常常被称为分叉方程# 让( 8)与 e作内积并运用 e I ( rangeLn)
L 这一事实,则有

  3e, F( v + w ( v , L) , L)4= 0# (9)

令 v = x e, (9) 又可写为

  g( x , L) = 3e, F ( xe+ w ( x , L) , L)4= 0, (10)

( 10)也常常被称为( 1)在 ( u, L) = (0, n2) 处的分叉方程# 于是(1) 的分叉现象的研究减化为

对(10) 的分叉现象的研究# 由于无法求出(10) 的精确解,因此我们需要计算约化函数 g ( x ,

L) 的偏导数(这正是奇异理论所必需的)# 先来介绍一个定义

  (dk
G) ( y , A) ( v 1, ,, vk ) =

5
5 t 1

, 5
5t k

G y + E
k

i= 1
tivi , A t

1
= ,= t

k
= 0,

vi I R
n
( i = 1, 2, ,, k )# (11)

将 PeF ( v + w, L) = 0改写为 P eF( xe+ w ( x , L) , L) = 0# 下面的式子是容易得到的# 

  gx = 3e, dF( e + wx)4, (12)

  gx 2 = 3e, dF(wx
2) + d

2
F( e+ wx , e + wx)4, (13)

  gx 3 = 3e, dF(wx 3) + 3d
2
F( e+ wx , wx 2) + d

3
F ( e+ wx , e + wx , e + wx )4, (14)

  gx 4 = 3e, dF(wx
4) + 3d2F( wx

2 , wx
2) + 4d2F ( e+ wx , wx

3) +

6d3F( e+ wx , e + wx , wx
2 ) + d4F ( e+ wx , ,, e+ wx

4

)4, (15)

  gx 5 = 3e, dF(wx
5) + 5d

2
F( wx

4 , e+ wx ) + 10d
2
F (wx

2, wx
3) +

10d3F( e+ wx , e + wx , wx
3 ) + 10d4F( e+ wx , e+ wx , e+ wx , wx

2 ) +

15d3F( e+ wx , wx
2, wx

2) + d5F( e+ wx , ,, e+ wx

5

)4, (16)

  gx 6 = 3e, dF(wx
6) + 6d2F( e+ wx , wx

5) + 15d2F (wx
2, wx

4) +

10d
2
F( wx

3 , wx
3) + 15d

3
F ( e+ wx , e+ wx , wx

4 ) +

60d3F( e+ wx , wx
2, wx

3) + 15d3F (wx
2, wx

2 , wx
2) +

45d4F( e+ wx , e + wx , wx
2 , wx

2) + 20d4F ( e+ wx , ,, e+ wx

3

, wx
3) +
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15d5F( e+ wx , ,, e+ wx

4

, wx
2) + d6F ( e+ wx , ,, e+ wx

6

)4, (17)

  g
x
7

= 3e, dF(wx 7) + 7d
2
F( e+ wx , wx 6) + 21d

2
F (wx 2, wx 5) +

35d
2
F( wx

3 , wx
4) + 21d

3
F ( e+ wx , e+ wx , wx

5 ) +

90d2F( e+ wx , wx
2, wx

4) + 70d3F ( e+ wx , wx
3 , wx

3) +

105d3F(wx
2, wx

2 , wx
3) + 35d4F ( e+ wx , e+ wx , e+ wx , wx

4) +

210d4F( e+ wx , e+ wx , wx
2, wx

3) + 105d4F ( e+ wx , wx
2 , wx

2, wx
2) +

69d5F( e+ wx , ,, e+ wx

3

, wx
2, wx

2) + 26d5F ( e+ wx , ,, e+ wx

4

, wx
3 ) +

12d
6
F( e+ wx , ,, e+ wx

5

, wx
2) + d

7
F ( e+ wx , ,, e+ wx

7

)4, (18)

  ,,, ,, ,, ,,

  gL = 3e, dF (w L) + FL4, (19)

  gxL = 3e, dF L( e + wx ) + dF( wxL) + d2F( e + wx , w L)4, (20)

  ,,, ,, ,, ,
  PedF( e+ wx ) = 0, (21)

  Ped
2
F( e+ wx , e+ wx ) + PedF (wx

2) = 0, (22)

  Ped
3
F( e+ wx , e+ wx , e+ wx) + 3P ed

2
F ( e+ wx , wx

2) + P edF( wx
3 ) = 0, (23)

  Ped
4
F( e+ wx , e+ wx , e+ wx , e+ wx ) + 6P ed

3
F ( e+ wx , e+ wx , wx

2) +

      3Ped
2
F( wx

2 , wx
2) + 4Ped

2
F( e+ wx , wx

3) + PedD (wx
4) = 0, (24)

  Ped
5
F( e+ wx , ,, e+ wx

5

) + 10P ed
4
F ( e+ wx , e+ wx , e+ wx , wx

2) +

      15Ped
3
F( e+ wx , wx

2, wx
2) + 10Ped

3
F( e+ wx , e+ wx , wx

3) +

      10Ped
2
( wx

2 , wx
3) + 5P ed

2
F( e+ wx , wx

4) + PedF (wx
5) = 0, (25)

  Ped
6
F( e+ wx , ,, e+ wx

6

) + 15P ed
5
F ( e+ wx , ,, e+ wx

4

, wx 2 ) + =

      20Ped
4
F( e+ wx , e+ wx , e+ wx , wx

3 ) + 45P ed
4
F ( e+ wx , e+ wx , wx

2, wx
2) +

      60Ped
3
F( e+ wx , wx

2, wx
3) + 15Ped

3
F( wx

2 , wx
2, wx

2) +

      10Ped
2
F( wx 3 , wx 3) + 15P ed

3
F( e+ wx , e+ wx , wx 4) +

      P edF(wx
6) + 6P ed

2
F ( e+ wx , wx

5) + 15P ed
2
F (wx

2, wx
4) = 0, (26)

  Ped
7
F( e+ wx , ,, e+ wx

7

) + 12P ed
6
F ( e+ wx , ,, e+ wx

5

, wx
2 ) +

      26Ped
4
F( e+ wx , ,, e+ wx

4

, wx
3) + 69P ed

5
F( e+ wx , ,, e+ wx

3

, wx
2, wx

2) +

      210P ed
4
F( e+ wx , e+ wx , wx

2, wx
3) + 105Ped

4
F ( e+ wx , wx

2, wx
2, wx

2) +

      105P ed
3
F( wx

2, wx
2 , wx

3
) + 35Ped

4
F( e+ wx , e + wx , e + wx , wx

4) +

      90Ped
3
F( e+ wx , wx 2, wx 4) + 70Ped

3
F( e+ wx , wx 3, wx 3) +

      35Ped
2
F( wx

3 , wx
4) + 21P ed

3
F( e+ wx , e+ wx , wx

5) +

      P edF(wx
7) + 7P ed

2
F ( e+ wx , wx

6) + 21P ed
2
F (wx

2, wx
5) = 0, (27)

  ,,, ,, ,,
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  PedF (w L) + PeFL = 0, (28)

  PedFL( e+ wx) + P edF(wxL) + P ed
2
F ( e+ wx , wL) = 0, (29)

( 12) ~ ( 23)等中的 wx , wx
2, ,, w L, wxL, ,由(21) ~ (29) 等所确定# 

2  分叉分析

基于李雅普诺夫_施密特方法的奇异理论
[ 4, 5, 6]

在非线性问题的静态分叉分析起着重要作

用# 下面的定义或结论属于识别问题(奇异理论的一个部分)# 

Ex , L是在(0, 0) 的某个领域从 R
2 @ R到R的所有 C

]
映射组成的线性空间,其中的元系称

为芽# 

考虑

  f ( x , L) = 0, ( x , L) I U @ V < R
2
, (30)

其中 f I Ex , L, (0, 0) I U @ V,且 f (0, 0) = f x (0, 0) = 0,也就是说(0, 0) 是 f 的奇导点# 

假设 f , h I Ex , L称f 和h 是等价的,如果

  f ( x , L) = S( x , L) h( 8 ( x , L) ) , (31)

其中 8( x , L) = ( X ( x , L) , +( L) ) 是在圆点的某个领域的 C
]
微分同胚, S ( x , L) ) I Ex , L,

X (0, 0) = + (0) = 0, +c(0) > 0, Xx(0, 0) > 0, S(0, ) ) > 0# 如果 + ( L) S L,那么我们称 f

与 h 强等价# 

下面的基本事实容易验证[ 5]# 如果 f 和h等价, 那么1)f 和h有相同的奇异点, 2) nf ( L) =

nh( +( L) ) ( nf ( L) 表示 f ( x , L) = 0解的数目, nh ( + ( L) ) 表示的意义相同) , 3) Ûx = g( x , L)

的平衡解的稳定性与 Ûx = h ( x , L) 的相同# 

定理 1  芽 f I Ex , L强等价于Exk + DLx 当且仅当在x = L= 0处,

  f = f x = ,= f xk- 1 = f L = 0 (32)

和

  E= sgnf x k, D= sgnf xL# (33)

下面的分叉图是熟知的# 

图 1  dx / dt = x k+ Lx    图 2 dx / dt = - x k+ Lx    图 3  dx / dt = xk + Lx

(4 [ k I Z
+
, k ( 4 [ k I Z

+
, k 为 (4 [ k I Z

+
, k

为偶数)的分叉图 奇数)的分叉图 为偶数)的分叉图

现在来讨论分叉方程( 10)# 

根据( 11) ,我们有

  (dF ) (0, n2) N= Nd+ n
2N, (34)
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  (d l
F) ( 0, n2) ( N1, ,, Nl ) =

5 l

5 t 1 ,5 tl
E
l

i= 1

( t iN
d
i + n

2
tiNi ) - n

2 E
l

i= 1

t iNi
k

t
1
= ,= t

l
= 0

=

0   ( l X k 和 l > 1)

- n
2
k ! F

k

i = 1
Ni   ( l = k )

(35)

由( 21)得知, PeL n( e + wx (0, n
2
) ) = 0# 由于 Ln: M y rangeLn 是可逆的以及 e I kerLn ,

wx I M, 从而

  wx (0, n
2
) = 0# (36)

进一部,依( 22) ~ ( 27) ,等及( 35)并利用 Ln 可逆和wx
j I M ( j I Z

+
) ,得

  wxc(0, n
2
) = 0   ( l = 2, ,, k - 1) ; (37)

  Pe(- n
2
k ! e

k
) + PeLnwx

k (0, n
2
) = 0, (38)

也就是,

  wx
k(0, n2

) = n
2
k !L

- 1
n ( Pee

k
)# (39)

让( 12) ~ ( 16) ,等在 (0, n2
) 取值并且运用(35) ~ (37) 和(39) ,得

  gxc(0, n
2
) = 0, ( l = 1, ,, k - 1)# (40)

  gx k(0, n
2
) = 3e, Lnwx

k( 0, n2) + (- n
2
k !ek )4 =

3e, Ln( n
2
k !L

- 1
n P ee

k
) - n

2
k! ek4 =

= 3e, n2
k !P ee

k
- n

2
k ! e

k4 =

- n
2
k !3e, e k4  ( Pee

k I rangeLn, e I ( rangeLn)
L
)# 

引理 1  定义 Im = Q
P

0
( sinnN) mdN( m, n I Z

+
) ,那么

  I m =

( m- 1) ! !
m!!

# 1- (- 1) n

n
  ( m/ 2 I/ Z+ ) ,

( m- 1) ! !
m!!

P  (m / 2 I Z
+
)# 

(42)

证明  Im = Q
P

0
( sinnN) mdN= ( m- 1) ( Im- 2- Im)# 于是, I m =

m - 1
m

I m- 2# 进一步,

Im =

( m - 1) !!
m! !

I 1   ( m / 2 I/ Z+ )

( m - 1) !!
m! !

I 0   ( m / 2 I Z
+
)

=

( m- 1) !!
m!!

# 1- (- 1) n

n
  ( m/ 2 I/ Z+ )

( m- 1) !!
m!!

P  ( m / 2 I Z
+
)# 

t

依引理1, 由( 41)得

  gx k(0, n
2
) =

-
n( k! !)

2

k + 1
# [ 1- (- 1) n

]   ( k / 2 I Z
+
)

-
n
2
( k !!)

2

k + 1 P  ( k / 2 I/ Z+ )# 
(43)

令 ( u, L) = (0, n2
) , (28) 和(29) 变为

  PeLnwL(0, n
2
) = 0, (44)

  Pee+ PeLnwxL(0, n
2
) = 0, (45)

也就是,

  w L(0, n
2
) = 0, (46)

  wxL(0, n
2
) = 0# (47)
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将( 46)和( 47)分别代入( 19)和( 20) ,则得,

  gL(0, n
2
) = 0, (48)

  gxL(0, n
2
) = 3e, e4=

P
2# (49)

下面列出除( 43)中 n 为偶数外的一些结果( n 为偶数的情形稍后考虑) # 

情形 1  k 为奇数(4 [ k I Z
+
) # 

( u, L) = (0, n2) 时, g = gx = ,= gx
k- 1 = gL = 0, gx k = -

n
2
( k! !)

2

k + 1
P, gxL =

P
2

# 

情形 2  k 为偶数, n 为奇数(4 [ k I Z
+
, n I Z

+
) # 

( u, L) = (0, n2) 时, g = gx = ,= gx
k- 1 = gL = 0, gx k = -

2n( k !!) 2

k + 1
, gxL =

P
2

# 

根据定理 1,有

定理 2  假设 k 为奇数(4 [ k I Z
+
)# 那么 g ( x , L) 强等价于- x

k
+ ( L- n

2
) x# 进一

步,
5 u
5 t = F( u, L) 在(0, n2) 处的分叉图类似于图 2# 

定理 3  假设 k 为偶数n为奇数(4 [ k I Z
+
, n I Z

+
)# 那么, g( x , L) 强等价于- x

k
+

( L- n
2
) x# 进一步,

5 u
5 t = F( u, L) 在(0, n2) 处的分叉图类似于图 1# 

从( 43)可以看出,如果 k 和n 均为偶数,那么 gx k(0, n
2
) = 0# 为了讨论这种情形,令

  K ( k ) = min
l

l | gx l (0, n
2
) X 0, k [ l I Z

+
, k / 2, n / 2 I Z

+ # (50)

由( 50)可以得知

  gx l(0, n
2
) = 0, l = k + 1, k + 2, ,, K ( k ) - 1# (51)

下面我们给出几个定义# 我们称 d
l
F( N1, ,, Nl ) 是 gxm 的拟项,如果它出现在(52) 的右端

  gxm = 3e, E
m

i= 1
E
N
1

,N
i

CN
1

,N
i
d
i
F ( N1,Ni )4, (52)

其中 CN
1

,N
i

I Z
+
, N1, ,, Ni表示xe+ w ( x , L) 关于 x 某价导数, E

N
1

,N
i

表示所有可能项的和# 例

如, 当 m = 5, i = 2, E
N
1
N
2

CN
1
N
2
d2F( N1, N2) = 5d2F( e+ wx , wx

4) + 10d2F(wx
2, wx

2 ) , d2F ( e + wx ,

wx
4 ) 和d2F( wx

2 , wx
3) 是 gx 5的拟项(参见(16) )# 我们称 gxm的拟项d l

F( N1, ,, Nl ) 是字典排列

的, 如果 k1 [ k2 [ , [ kl ,其中 Ni =
5k

i

5x k
i
( xe + w ( x , L) )# 下面的引理容易验证但很重要# 

引理 2  假设 d l
F( G1, ,, Gl ) 是 gx

m 的任意按字典排列的拟项,那么

  E
l

i= 1

ki = m, (53)

其中 Gi =
5 k

i

5xki
( xe+ w ( x , L) ) # 

证明  1)  m = 1

对 F ( xe + w( x , L) , L) 关于 x 微分一次得 dF( e + wx ) ,从而(53) 对 m = 1是成立的# 

2)  假设任意拟项 d
l
F( G1, ,, Gl ) 满足

  E
l

i= 1

ki = m # 
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将 gx
m 关于x 再微分一次,得

5
5x (d

l
F ( G1, ,, Gl ) ) = d l+ 1

F ( e + wx , G1, ,, Gl ) + E
l

i = 1
d
l
F G1, ,,

5Gi
5x , ,, Gl # 

显然,

  1+ k1+ ,+ kl = 1+ m,

这就是说, ( 53)对 m+ 1也是成立的# 

依照数学归纳法, ( 53)确实成立#    t

注记 1 字典排列这一条件对我们的证明来说并不是必需的# 

现在来计算 K ( k) # 

从( 35)可以看出,只有当 (dk
F) (0, n

2
) ( G1, ,, Gk) 是 gxKc (0, n2

) 的拟项时( Kc > k ) , gxKc(0,

n
2
) 才可能不为零# 假定( d

K
F ) (0, n2) ( G1, ,, Gk) 是字典排列的,根据(37) 和(39) ,只有当

  (d
k
F) ( 0, n2) ( e+ wx , ,, e+ wx , wx

k

k-1

, wx
k)

出现在 gxKc(0, n2
) 之中, gxKc(0, n2) X 0# 根据引理 2, Kc= 2k- 1, 亦即, K ( k) = 2k - 1# 于

是

  gx 2k- 1(0, n2) = 3e, Lnwx
2k- 1(0, n2

) + n
2
N k(- k !) ek- 1

wx
k (0, n2

)4 =

- n
4
( k !)

2
Nk3e, ek- 1

L
- 1
n Pee

k4  (N k I Z
+
)# (54)

(例如,当 k = 2和 n 为偶数,那么在( u, L) = (0, n2
) 处, g = gx = gx 2 = 0, gx 3 =

- 5Pn2

2
,在

这种情况下, K (2) = 3# 当 k = 4和 n为偶数,那么在( u , L) = (0, n2
) 处, g = gx = ,= gx

6

= 0, gx
7 = 3e, n2

35(- 4!) e
3
wx

4(0, n
2
)4 X 0, 此时, K (4) = 7# )

令L
- 1
n Pee

k
= �u I M,那么L n�u = P ee

k# 由于3ek , e4= 0( k 与n为偶数并运用引理1) ,因

而 ek I rangeLn ,意即 Pee
k
= ek# 故, Ln�u = e

k
= ( sinnx ) k

,亦即,

  �ud+ n
2�u = ( sinnx ) k , (55)

其边值条件如下

  �u(0) = �u( P) = 0# (56)

我们先来介绍一个引理# 

引理 3  下列方程

  ud+ Au = ( sinXx )
l   ( l I Z

+
) , (57)

的特解是

1)  如果 l 是偶数且A- i
2 X2 X 0( i = 0, 2, ,, l - 2, l ) ,则

  u = E
l/ 2

i = 0
a2i ( sinXx )

2i
, (58)

其中

  al =
1

A- l
2 X2

, aj = -
( j + 2) ( j + 1) X

2

A- j
2 X2

aj+ 2   ( j = l - 2, l - 4, ,, 2, 0) , (59)

2)  如果 l 是奇数且A- i
2 X2 X 0( i = 1, 3, ,, l - 2, l ) ,则
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  u = E
( l+ 1) / 2

i= 1

a2i- 1( sinXx )
2i- 1

(60)

其中

a l =
1

A- l
2 X2

, aj = -
( j + 2) ( j + 1) X2

A- j
2 X2

aj+ 2( j = l - 2, l - 4, ,, 3, 0)# (61)

证明  假设

  u = E
l

i= 0
a i ( sinXx )

i
(62)

满足( 47) ,则有

  E
l

l= 2

i ( i - 1) X2a i ( sinXx )
i- 2

+ E
l

i= 0

( A- i
2 X2) ai ( sinXx )

i
= ( sinXx ) l# (63)

进一步得

  
( A- l

2 X2) al = 1,

( i + 2) ( i + 1) X2ai+ 2+ ( A- i
2X2) ai = 0( i = l - 2, l - 4, ,)# 

(64)

若 l 为偶数且A- i
2 X2 X 0( i = 0, 2, ,, l - 2, l ) ,则很容易得到(59)# 而 a1, a3, ,, al- 1

是任意常数,我们当然可以令它们为零# 这样我们就证明了1)# 

同样地, 2) 也是成立的#   t

推论 1  ( 55)的一个特解是

  u* = E
k/ 2

i= 0
ai ( sin Xx )

2i
, (65)

a i ( i = 0, 1, ,, k / 2) 由下式给出

  a0 = - C, a1 =
1
2
C, a i =

(2i - 3) !!
(2i ) !!

C

      i = 2, ,, k/ 2, C =
k !!

( k - 3) !! n2
(1- k

2
)

# 

证明  根据引理 3, ( 55)的一个特解是

  u* = E
k/ 2

i= 0
ai ( sin Xx )

2i
, (67)

其中 ak / 2 =
1

(1 - k
2
) n

2, ai =
2i + 2
2i - 1

ai+ 1   ( i = 0, 1, ,, k / 2- 1)# 

  ai =
2i + 2
2i - 1

a i+ 1 =
(2i + 2) ( (2i + 4)
(2i - 1) (2i + 1)

ai+ 2 = ,=
k!!

(2i ) ! !

ak / 2

F
k/ 2- 1

j= i

( 2j - 1)

, (68)

  F
k/2- 1

j= i

(2j - 1) =

( k - 3) !!
(2i - 3) !!

  ( i = 2, 3, ,, k / 2 - 1) ,

( k - 3) !!   ( i = 1) ,

- ( k - 3) !!   ( i = 0) ,

(69)

因而,

  ai =

- C   ( i = 0) ,

1
2
C   ( i = 1) ,

(2i - 3) !!
(2i ) !!

C   ( i = 2, 3, ,, k / 2) ,

(70)
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其中 C =
k!!

( k - 3) !!
ak / 2 < 0# t

据上所述, ( 55)和( 56)的解为

  �u = c1sinnx + c2cosnx + E
k/ 2

i= 0
ai ( sinnx )

2i
, (71)

a i ( i = 0, 1, ,, k / 2) 由( 70) 给出, �u I M , �u (0) = �u(P) = 0# 由于 �u I M,故3e, �u4= 0,即

c1 = 0( n为偶数并运用引理 1)# 由( 56) 得知, c2 = - a0# 

现在来确定 3e, ek- 1
, L

- 1
n Pee

k4(参见(54) )# 

3e, ek- 1
L
- 1
n P ee

k4= 3ek , �u4 =

E
k/ 2

i= 0

ai3( sinnx ) k , ( sinnx ) 2i4=

- cP
( k - 1) !!

k! !
-

( k + 1) !!
2( k + 2) !! - E

k/ 2

i= 2

(2i - 3) !!( k + 2i - 1) !!
(2i ) !!( k + 2i ) !! =

-
( k - 1) !!

k !!
CP# Gk , (72)

其中 Gk =
1
2 +

1
2( k + 2) - E

k/ 2

i= 2

(2i - 3) ! !( k + 1) ( k + 3) ,( k + 2i - 1)
(2i ) ! !( k + 2) ( k + 4) ,( k + 2i ) # 故,

  gx 2k- 1(0, n2) =
n
4
( k !)

2
( k - 1) ! !N kCP
k !!

Gk# (73)

对不同的 k, Gk会有不同的符号# 例如, 当 k = 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, Gk > 0;而当 k =

20, Gk < 0# 因为 C < 0,所以, gx 2k- 1 和- Gk 的符号相同# 

情形 3  k 和n为偶数(4 [ k I Z
+
)# 在( u, L) = (0, n2

) 处,

g = gx = ,= gx 2k- 2 = gL = 0, gx 2k- 1 =
n
4
( k !)

2
( k - 1) !!N kCP

k! !
Gk , gxL =

P
2

# 

定理 4  假如 k 和n为偶数(4 [ k I Z
+
, n I Z

+
)# 又假定 Gk X 0,那么 g ( x , L) 强等

价于- sgnGkx
2k- 1

+ ( L- n
2
) x# 进一步,

5 u
5 t = F ( u, L) 在(0, n2

) 处的分叉图类似于图 1如

果 Gk > 0,或类似于图 3如果 Gk < 0# 

注记 2  定理 4 不包含情形 Gk = 0# 若 Gk = 0, 则我们需要求 g 关于 x 的更高阶导数 gxK ( k) 以使得

gxK ( k) (0, n
2) X 0# 
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A Note on Bifurcations of ud+ L( u - u
k
) = 0( 4 [ k I Z

+
)

Li Changpin

( Depa rtm ent of Mathem atics , Shangha i Univer sity , Shan ghai 200436, P R China )

Abstract: Bifurcations of one kind of reaction_diffusion equations, ud+ L( u- uk) = 0( L is a param-

eter, 4 [ k I Z+ ) , with boundary value condition u(0) = u( P) = 0 are discussed. By means of sin-

gularity theory based on the method of Liapunov_Schmidt reduction, satisfactory results can be ac-

quired.

Key words: Liapunov_Schmidt reduction; singularity theory; bifurcation
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